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众所周知 , 微 积 分 学 和 线性 代数 理论 是 数学 中 的 两 大 支柱 . 线 
性 代数 的 重要 性 在 于 它 考虑 了 一 类 简单 的 数学 模型 ， 而 大 量 的 理 
论 及 应 用 问题 , 可 以 通过 “线性 化 ” 变 成 线性 代数 的 问题 ， 作 为 基 
础 训练 ， 熟 练 掌握 线性 代数 的 理论 和 技巧 是 很 有 必要 的 ， 这 也 是 
我 们 编写 本 书 的 出 发 点 . 

本 书 题 为 4 线性 代数 与 您 阵 论 》, 可 以 这 样 去 理解 : 由 于 引进 了 
直角 坐标 系 , 平 面 上 的 点 便 可 以 用 实数 对 来 表示 .， 反之， 实数 对 的 
几何 意义 为 ; 它 表示 了 平面 上 的 点 。 所 谓 平 面 解 析 几 何 学 , 就 是 将 
平面 的 一 些 几何 问题 化 为 代数 问题 ， 确 切 地 说 ， 化 为 多 项 式 的 问 
题 ， 和 它 完 全 类 似 ,在 线性 空间 中 取 定 一 组 基 后 , 线性 映射 可 以 用 
矩阵 来 表示 (同样 二 次 型 可 以 用 对 称 方 阵 来 表示 )， 反之 矩阵 的 几 
何 意 义 为 : 它 表 示 了 线性 空间 上 的 线性 上 映射， 所谓 线 性 代数 学 ,就 
是 或 者 直接 研究 线性 空间 的 儿 何 问题 ， 或 者 将 线性 空间 的 一 些 儿 
何 问 题 化 为 矩阵 问题 。 所 以 线性 空间 理论 和 和 矩阵 论 实 际 上 是 丰 伴 
而 生 的 ， 

本 书 的 特点 是 偏重 矩阵 技巧 ， 这 是 因为 矩阵 方法 表达 具体 和 
明显 , 并 且 具 有 一 整套 的 标准 计算 技巧 和 处 理 办 法 。 技巧 性 很 强 ， 
具有 实用 价值 ， 在 数值 分 析 、 数 理 统计 和 经 济 数学 等 方面 都 有 重 
要 的 应 用 . 由 于 矩阵 方法 着 重 在 技巧 ,所 以 初学 者 不 能 很 决 地 适应 
和 掌握 它 ， 这 只 有 通过 反复 计算 ,才能 逐渐 熟练 。 要 深入 地 理解 ， 
就 应 该 概念 清楚 、 运 算 熟 练 和 灵活 运用 .这 三 个 方面 是 页 一 不 可 
的 ， 正 因为 如 此 , 书 中 例题 着 限于 介绍 各 种 矩阵 技巧 ,并且 在 每 节 
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后 面 都 附 上 了 习题 ， 其 中 包括 了 历届 主要 单位 的 研究 生 考 题 中 有 
一 定 难度 的 题目 ， 书 后 附 有 提示 . 但 是 由 于 解 题 方 法 并 不 唯一 ,所 
以 提示 仅 供 参 改 . 由 于 题解 书 不 论 对 学 生 或 老师 ,都 只 会 促使 人 们 
不 去 思考 ,说 失 通过 做 题 来 掌握 和 熟练 数学 理论 和 技巧 的 功能 .次 
解 书 实际 上 席 了 一 本 习题 集 ， 所 以 我 们 不 希望 看 到 出 现 本 书 的 襄 
解 书 ， 

全 书 共 分 十 五 章 。 议 一 元 多 项 式 , 多 元 多 项 式 , 行列 式 ， 念 泗 
以 及 线性 方程 组 求解 理论 为 基础 ,引进 线性 空间 和 线性 变换 ,给 出 
Jordan 标 准 形 的 几何 证 明 ; 引进 线性 函数 , 双 线 性 函数 和 多 重 线性 
函数 ,介绍 了 张 量 积 和 外 积 ; 讨论 了 Euclid 空间 和 本 空间 , 二 次 型 
分 类 ， 作 为 应 用 ,讨论 了 线性 不 等 式 和 广义 小 矩阵 ; 接 下 去 ， 给 出 
了 Jordan 标准 形 的 代数 理论 ; 即 4 矩阵 理论 ， 在 此 基础 上 ， 引 进 
了 方 阵 孙 数 和 复 相 似 下 的 标准 形 ， 处 理 了 人 算 阵 偶 在 相抵 下 的 标准 
形 理 论 ,最 后 ,介绍 了 非 负 耸 阵 的 基本 性 质 。 书 后 有 两 个 附录 ， 一 
个 是 关于 数学 归纳 法 的 论述 ; 另 一 个 是 给 出 等 价 关系 的 定义 和 讨 
论 ， 同 时 自然 地 引进 了 商 空间 的 概念 ， 贯 穿 这 本 书 ， 讲 述 了 各 种 类 
型 的 什 阵 标准 形 理 论 , 它们 是 初等 算 阵 论 的 基本 内 容 . 

用 本 书 作 教材 ,建议 期 去 $8.2,，$9.3，$9.4，8$8 10. 3, 8$11. 5， 
13.3，》13.4 以 及 第 十 四 章 和 第 十 五 章 ， 在 其 他 章节 中 也 可 适 
当 黄 去 一 些 内 容 ， 另 一 方面 , 要 配 上 若干 从 教学 角度 考虑 的 例题 ， 
议 及 基础 训练 题 ， 这 是 作为 教学 必须 安排 的 台阶 题 ， 四 

本 书 适合 于 作为 高 年 级 学 生 为 考研 究 生 的 复习 参考 书 ， 以 及 
低 年 级 高 材 生 的 参考 书 ; 也 适合 于 作为 线性 代数 课 的 教学 参考 书 ， 
我 们 也 希望 此 书 能 对 科研 工作 者 有 较 大 的 参考 价值 

多 年 来 , 中国 科 学 技术 大 学 数学 系 用 此 书 为 基本 教材 ,很 多 同 
忘 提 供 了 不 少 宝贵 意见 .最 近 以 来 , 南开 大 学 数学 系 试 点 班 也 用 此 
书 作 教材 ,所 以 在 改写 过 程 中 ,得 到 顾 沛 同志 的 很 多 玫 助 ， 并 上 且 质 
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沛 同志 为 此 书 编写 了 习题 的 答案 和 提示 .另外 ， 刘 绍 学 教授 和 五 
生 明 教授 的 宝贵 意见 和 高 教 出 版 社 数学 编辑 张 小 薄 同志 的 站 勤劳 
动 ， 都 对 本 书 的 出 版 起 了 很 大 的 作用 . 在 此 ,一 并 麦 示 趁 心 的 感谢 
由 于 作者 水 平 有 限 ， 书 中 错误 和 不 妥 之 处 自 属 难免 ， 还 望 读者 多 
多 提出 宝贵 意见 . 


许 以 超 
中 国 科学 院 数学 研究 所 
1987 年 10 月 7 由 
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第 一 章 多 项 式 理论 


61.1 多 项 式 的 代数 运算 
为 了 书写 简便 起 见 ， 我 们 先 引进 求 和 符号 ， 简称 和 号 ， 记 作 之 . 
记 ? 个 数 G1 (02, Cn 之 和 4 十 be 十 … “十 gm 为 
01 十 Go 十 "一 G) 一 Da. 


这 个 和 式 中 的 是 码 ) 只 是 表示 求 和 是 从 1 加 到 wx， 所 以 也 可 以 用 
其 他 足 码 来 代替 ， 例 如 , 易 j 为 万 即 


2 Do 
等 等 ， 另 一 方面 ， 由 于 数 的 加 法 有 交换 律 和 结合 律 ， 所 以 对 1, 2， 
… 和 的 任 一 排列 站 ?ai 上面 和 式 还 可 以 记 作 
Peat tt -De, 
等 等. 由 此 可 见 , 不 管 和 式 的 足 码 用 什么 符号 ,重要 的 是 它 实际 上 
表示 了 # 个 数 之 和 . 
现在 来 考虑 多 重 和 号 ， 先 从 二 重 和 号 入 手 ， 将 mn 个 数 ajs， 


2 三 1， 2,"**,m; k= 1, 2,**°, 全 部 加 起 来 ， 总 和 记 作 心 ， 下 面 利 用 
不 同 的 求 和 方法 具体 将 总 和 总 表达 出 来 ， 先 将 这 mm 个 数 排 成 下 


CI .02 00 04 … 09 Gis 
; |} 
0 dp 023 A °° 020-1 U2 
Gy 032 33 034 '* a3,n-s Gyn 


04 02 04 04 ” 04n-1 Gam 


Am) dm2 dr 0n4 dmnl Guns 


再 按 行将 2 个 数 加 起 来 , 它们 分 别 为 


妨 1 将 
> (Gigs > G243 2 DS ,ams 
=]1 b=1 bl 


再 将 这 m 个 数 加 起 来 , 所 以 有 
必 一 (1 十 0i2 十 十 Gin 十 十 《ml 十 Gm2 十 十 Gmo) 


= Dart + 守 o- 室 ( 室 e ) 
了 上 上 \ ml 
为 方便 起 见 ,我 们 记 
S=51 S50. 
j= Eb=i 


也 可 以 按 列 将 m 个 数 加 起 来 ,它们 分 别 为 
> ja “°°y 0m 
=1 1=1 一 站 


投 将 这 和 个 数 加 起 来 ,所 以 有 
心 一 (11 十 6ai 十. .十 gmi) 十 … 十 (Gint Gs Gnn) 


— -Da 十 .… + Da 1) . 


k=l \ f=1 
因此 证 明了 
hh n 己 名 
S= > Gr — 人 > as 
1=1 k=1 k=1 1=1 


起 后 ,也 可 以 按 对 角 线 将 数 加 起 来 ,它们 分 别 为 

Qi 0 十 0 Qi3taz2Tasy au Az3t 32 41'"* 
由 相 加 的 规律 可 以 看 出 上 面 每 个 数 a1j 的 足 码 之 和 % 十 7) 分 别 为 定 
什 z 

1] 十 1， 1 十 2 一 2 十 1， 1 十 3 二 2 十 2 二 3 十 1， 
1 十 4 一 2 十 3 二 3 十 2 二 4 十 1,……。 

所 以 ,总 和 
S=ant (gt a2) (G1s -1 G92 31) 


十 (ga 十 Gas 寺 Gas 二 GD) + 


j+E=2 j++k=3 j+Ek=4 j+ 上 =5 
其 中 足 码 ,hk 有 如 下 限制 : 
1 ) 寺 mm， 1 过 kn 


总 之 ,我 们 证 明了 


于 是 可 以 统一 地 写成 
和 上 面 一 样 ,我 们 可 以 引进 7 重 和 
D = > > oa ii 


1 =1t=1 ip=!1 


于 1 Rs 


二 > ee . 


=- 


i2=1ia=1 ip=1 


十 3 ao 


i2=1 13=1 jin=1 


由 归纳 定义 出 来 的 , 当 人 1 一? 一 … 一 2p 时 ， 则 可 以 统一 地 记 成 


对 久 个 数 ol qo,…, a 之 乘积 aaa 也 可 简单 地 记 作 
dd2" 一 Tas . 
4=1 


同样 可 以 用 归纳 法 定义 多 重 乘 积 


这 证- 下 a 


Li Pp 
[二 I [半生 | 于 Un it 
fa=1 ip=1 


由 于 数 的 乘法 也 有 交换 律 和 结合 律 , 所 以 符号 II 和 符号 的 性 质 
元 全 相同 . 
现在 开始 讨论 一 元 多 项 式 . 
定义 ” 记 z 为 未 知 数 , a0,aj,…。 


和 
f=f(¢ 一 CoX 十 CIZR | 十 十 Ga-iZ 十 op 一定 GZn-1 


一 0 
者 4 怖 


» On 为 帝 数 ， 050 天 0. 则 代数 式 


称 为 多 项 式 . 4 称 为 多 项 式 的 次 数 , 记 作 deg (f(zZ))。 约 定常 数 零 
为 零 多 项 式 ， 它 的 次 数 约 定 为 一 co, 即 有 deg(0) = 一 c， 其 它 情 
形 也 称 为 非 伶 多项式， 它们 的 次 数 为 有 限 数 .多项式 中 出 现 的 贡 
数 ao go 称 为 系数 , 特别 , ao 称 为 首 项 系数 , a。 称 为 常数 项 . 
当 ao 41，,…, an 都 是 复数 (实数 有理数 .整数 ) 时 ,多项式 (7) 称 为 
复 ( 实 有理. 整 ) 系 数 多 项 式 . 

定义 ”两 个 多 项 式 


f(z)= 0", 8(CZ) 一 之 Bo 
1=0 k=0 


称 为 相等 的 ,如 果 n=n, 且 by 二 4j,0 寺 jn. 
下 面 在 多 项 式 之 间 引 进 代 数 运算 ; 
1， 加 法 和 减法 
给 定 多 项 式 


fFz)= DD qz", 97)= SD bjs"i 
41=0 1=0 
这 里 我 们 不 要 求 首 项 系数 m 天 0 5 关 0. 则 f(z) 和 g(z) 的 和 为 


f(z)+9(7)= > qv" 1+ Fy Bs2"1 
了 = 


j=0 
= > (ay +b) Zn -1. 
1=0 | 


由 多 项 式 加 法 的 定义 ,立即 有 
(1) deg(f(+)+9g(7))<max (deg(f(7)), deg(g(7)). 
(2) 加 法 结合 律 
(jzZ) 十 92Z)) 十 1Z) = T+ (97) +ER)). 
(3) 加 法 交换 律 
帮 Z) 十 9(Z) 三 9CZ) +f(7). 
(4) 零 多 项 式 0 有 有 


思 2) -+0=07f(7)= fH7). 
(5) 对 任 一 多 项 式 AZ)=aoz"Tai 十 … 二 ny 定义 多 项 式 
—f(7)=(—a)7"+t (a) 2 二 (一 ga) 
于 是 有 
f(r)+(—f7))=(—f7))+ (fz)) =0. 
四 此 可 以 引进 减法 :多 项 式 f(7) 和 9g(7) 的 差 为 
f(7)—H(7)=f7)+ (~—9(72)), 
2， 繁 法 
给 定 多 项 式 


f(Z)= Oar"i, g(7)= > brr™-*, 
j=0 k=0 


则 fCz) 和 9(z) 的 乘积 为 (i)g=0, 0-f(z)=f(z).0=0; (ii)f 关 0， 
g*0, 40 bo 天 小， 


攻 m 
Kee) (ee 中 
了 一 0 k=0 
— > 人 >， asDer™+™m- (1+h) 


j=0k=0 
-号 (三 oj 
所 以 故 z)9(Z) 的 首 项 系数 为 sopo 尖 0， 由 多 项 式 乘 法 的 定义 ， 立 
即 有 

(1) deg(f(z)g(7))=deg(f(7))+deg(g(7)). 

(2) 且 法 结合 律 

f(r)(g(7)R(T)) = (f(r)g(7)) hr), 
(3) 乘法 交换 律 
f(r)g(7)=9(7)f(z). 
(4) 零 次 多 项 式 1 有 
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f(7).1=1.f(7)=f(7). 
(5) 溢 法 消去 律 
设 和 7) 关 0, 且 
f(7)g9(7)=f(7)h(7), 
则 有 g(x)==h(7). 
(6) fx)g(7)==0 当 且 仅 当 f(z)==0 或 9(2)=0. 
(7) 加 乘 分 配 律 
(f(T HTHDRT)=fTNR TIT IFT), 
由 上 面 性 质 可 知 ， 多 项 式 的 加 , 减 . 乘 和 整数 的 加 , 减 , 乘 有 完 
全 相同 的 性 质 ， 而 且 它 们 都 不 能 随便 作 除 法 , 但 是 有 : 
定理 1.1.1 设 g(7) 为 非 零 多 项 式 . 对 任 一 多 项 式 f(x), 则 唯 
一 存在 多 项 式 4(7) 和 T(z), 使 得 
f(T)=4(7)9(7)+r(7), deg(r(r))<deg(g(7)). 
这 里 4(7) 称 为 商 式 ,7(7) 称 为 余 式 . 
证 移 证 存在 性 ， 设 f(z)=0, 则 取 4(z)=7(z)=0 就 行 了 ; 
设 f(T7) 关 0，deg (9(7)>>deg(f(7))， 则 到 4(7)=0，r(7)=f 了 (2) 
就 行 了 ; 设 f(7) 了 0,deg(g(7Y)) 二 deg(f(7)). 记 
f(7)=a0z" Tar™ + 二 Tn, 9(T)=b0r" + br"! .二 bn, 
其 中 aobo 关 0, 又 nn 宇 m， 则 多 项 式 
fi1(7)=f(7)—bo ao zr" "g(7) 
的 次 数 小 于 或 等 于 % 一 1， 由 归纳 法 假设 ， 便 证 明了 存在 多 项 式 
qi1(7),7(Z), 使 得 
f1(7)=(7)g(7)+r(7), deg(r(2)) <deg(g(z)), 
了 到 47) 二 500 qoz"-" 十 qi(7Z) 便 证 明了 分 解 的 存在 性 . 
下 面 证 唯一 性 . 今 若 有 
f(7)=qg(7)9(7)+r(7)= go (1)g9(5) +rol 7), 
其 中 deg (7(X)) 二 deg (g(7)),des(ro(7)) = deg (g(7)). 所 以 
。7， 


deg(g9(7))>deg(r(7)—ro(7)), H. 
r(7)—ro(2)= (qo(7)—q(7)) 9(7). 
这 证 明了 当 7?(7) 关 7o(7X) 时 ,有 go(XY) 关 9(7), 且 
degg(7+)>deg(7r(72)—r70(7)) 
=deg(go(72)—g(7)) +deg g(7) 
>degg(7). 

所 以 导出 矛盾 ， 因 此 70(7)=7(7X), gol7)=9(7). 证 完 . 

3， 可 除 性 

定义 设 f7),9(7) 为 多 项 式 , 其 中 g(*) 关 0， 知 举 存在 多 项 
式 4(7), 使 得 

f(z)=g(z)g(z) / 

则 g《z) 称 为 jz) 的 因 式 ， 帮 z) 称 为 94Z) 的 倍 式 ， 又 称 9%4Z) 除 得 
尽 jz) ， 记 作 9《(2)1f(z)， 当 g(x) 除 不 尽 帮 z) 时 ， 则 记 作 
9g(T fC). 

引 理 1.1.1 除 得 尽 关 系 有 性 质 ， 

(1) 传递 性 

设 g 隆 0,4 隆 0， 且 gf，hlg， 则 有 4|ff. 
: (2) 设 9 天 0， 且 gf1，g91f2， 则 对 任意 多 项 式 h 有 ，h2， 有 
g| (hf:it+ hf). 

(3) 设 f 关 0,g 隆 0，， 且 91f，flg， 则 存在 非 零 当 数 ce， 使 得 
9= cf. 

(4) 设 f 考 0, 4,4 为 非 零 常数 , 则 了 有 因 式 4，Af 

证 ”由 除 得 尽 的 定义 可 证 (1), (2), (4), 为 了 证 (3), 还 需要 多 
项 式 乘 积 的 次 数 公式 .证 完 . 

定义 ”给 定 多 项 式 fi(7) 和 fa(7)， 如 果 非 零 多项式 g(7) 是 
f(z) 及 fe(7Y) 的 因 式 , 则 9g《z) 称 为 f(z) 和 f(z) 的 公 因 式 . 

f1(7) 和 fz(2) 的 公 因 式 2(7Z) 称 为 最 高 公 因 式 , 如果 f; 和 的 
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往 一 公 因 式 都 是 75) 的 因 式 ， 当 矿 (z) 利 fe(7) 不 全 为 零 时 , 首 珊 
系数 为 1 的 最 高 公 因 式 记 作 (F, f;)， 

引 理 1.1.2 给 定 不 全 为 零 的 多 项 式 fi(7) 和 f(z), 如 果 痛 
项 系数 为 1 的 最 高 公 因 式 存在 , 则 必 唯 一 , 且 有 

(fi, f2) = (fo, f1) 

证 由 最 高 公 因 式 的 定义 以 及 5| 理 1.1.1 之 (3) 立即 可 知 , 
证 完 . 

定理 1. 1.2 给 定 不 全 为 零 的 多 项 愧 fi(z) 和 f(z)， 则 唯一 
存在 首 项 系数 为 的 最 高 公 因 式 《fi, f:) z 

证 由 引 理 1.1.2, 下 面 只 需 证 明 存 在 性 ， 为 此 ，5| 进 辑 转 相 
只 法 如 下 : 为 方便 起 见 ,无 妨 设 fo(7?) 取 0。 于 是 有 
fi(2)=g(7)f2(7) + rr), 
fa(7)—=g2(7)ri(T)+ rz), 
Ti(X)=g(T)ra(T) Trt), 


| 


其 中 

deg(fa(7)>deg(r(7)) >deg(r(7))>">deg(r(2))> 
但 是 deg (f(z)) 为 有 限 数 ， 所 以 存在 自然 数 s， 使 得 下 面 算 式 
城 了 江 ; / 

fi(7)=q (7)fax)+r(), 

fa(2)= q(T)r(T) tr ), 

rT1(2)= ga(7)ra( 7)+ra(7), 


ps2) 一 go(z)rs ti(z) 二 ro(z)》 
Ts-I(Z) 一 90shiCZ)7eCZ)， 
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其 中 
Ceg(fa(7))>deg(r(7))>deg(ra(7))>.…>deg(rs(7))>0. 
记 7s(7) 的 首 项 系数 为 a 去 0, 则 有 
(fi,f2)=a 7s(Z)。 

事实 上 ,从 上 面 轧 转 相 除 的 算式 可 以 看 出 ,对 f1, fs 的 任 一 公 因 式 
A, 由 上 往 下 看 ， 便 证 明了 87s(Zz)， 再 由 下 往 上 看 ， 可 知 7s(Y)| 
Ts-i(CZ) 0 TE) TL) rT)| fz), rT) f(T) ri) 为 fi; 
和 fa 的 公 因 式 . 由 最 大 公 因 式 之 定义 可 知 定理 成 六。 证 完 . 

定义 ”给 定 m 个 不 全 为 零 的 多 项 式 (7?),…, fm(7Y)， 非 零 多 
项 式 L(Y) 称 为 最 高 公 因 式 , 如 果 

(1) dlfi,*, a | fn; | 

(2) 在 非 零 多 项 式 do(7) 有 dol 1,…,do|fms 则 dold， 首 项 系 . 
数 为 1 的 最 高 公 因 式 记 作 (f,…, fm). 

定理 1.1.3 给 定名 个 不 多 为 零 的 多 项 式 和,…, fm， 则 它们 
的 首 项 系数 为 1 的 最 高 公 因 式 唯 一 存在 , 且 有 

(0 

证 ”用 归纳 法 及 最 高 公 因 式 的 定义 立即 可 得 . 证 完 . 

驾 转 相 除 法 还 可 以 导出 下 面 重要 性 质 . 

定理 1.1.4 给 定 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f1(7?), f(z)， 则 存 - 
在 多 项 式 MZ) 及 2Zz), 使 得 

ur)f (THOT) f(T) = (fi, f2). 

证 由 定理 1.1.2 之 证 明 可 知 (f,, fe) 二 a !'r,(z)， 在 轧 转 相 
除 公 式 中 ， 从 上 往 下 ， 依次 消去 ri(72), ra(2), "yg re-1(7), 便 证 阴 
定理 .证 和 完 ， 

由 定理 1.1.3 和 1.1.4 立即 有 

定理 1.1.5 给 定 亿 个 不 全 为 零 的 多 项 式 六 (zz)， f2(7), "yp 
fa(7), 则 存在 多 项 式 ww.(7Y), U(X),…,um(X), 使 得 
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习题 1.1 


1。 试 求 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 使 得 它 被 z4 一 2z: 一 2z2 十 10z 一 7 除 时 
余 式 为 ?7 十 z 十 二 被 zx: 一 2z: 一 32? 十 13z 一 10 除 时 余 式 为 2 至 一 3， 
2， 试 求 适合 条 件 (z2? 十 1) f(z), (zs 十 x? 十 1) [ (f(z) 十 1) 的 次 数 最 低 的 
多 项 式 f(x)， z 
3。 试 求 多 项 式 w(x) 及 (xz) ,使 得 
2mt(Z) 十 (1 一 ZJ)no0(Z) =1l, 
4， 设 六 9 光 为 非 零 多 项 式 , 试 证 : 由 (f,9) 二 1 (f,8) 二 1 可 推出 (f,98) 
=1. 又 (PN9g) =a- 坊 (f,9) 对 一 切 非 零 多 项 式 f,9, 成 立 ,其 中 a 为 的 首 
”5. 设 访 9 为 非 零 复 ( 实 ) 系 数 多 项 式 ， 试 证 : (f，9) 也 为 复 ( 实 ) 系 数 多 
6. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f(z) 和 9(z)， 作 多 项 式 集合 
{4(z)f(z) 十 0(2)9 (2) IY 多项式 4,21 
试 证 ; 这 个 集合 中 存在 次 数 最 低 , 且 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 它 就 是 1(z) 和 
9 (2) 的 最 高 公 因 式 (f,9)， 所 以 它 也 可 以 作为 最 高 公 因 式 的 等 价 定 义 ， 
7， 给 定 不 全 为 零 的 多 项 式 f(z)， f(z),fs(z)， 试 证 : 存在 六 个 多 项 式 
1(T), 9. (2), 9s (2) ,hi(T), h(t), h(t), 使 得 三 阶 行列 式 
ff fs 
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= (f,, ff). 


§ 1.2 式 分解 
定义 ” 非 零 多 项 式 f(z?) 和 yg(z) 称 为 互 罕 的 , 如 果 它 们 的 最 大 
公 因 式 (f,g) =1; 否则 称 为 不 互 案 的 . 
定理 1.2.1 非 零 多 项 式 f 和 yg 互 素 的 必要 且 充 分 条 件 为 存 
在 多 项 式 w(7z) 和 wv(z), 使 得 uf 十 v9=1. 
证 由 定理 1.1.4 及 互 素 的 定义 可 知 , 当 (f,9) =1 时， 必 存 
。 711 。 


在 多 项 式 姑 网 使 得 好 十 29 三 1， 反 之 , 若 存 在 妈 2 使 得 好 十 29== 
1， 记 =(f,9)， 则 有 Ql(wf 二 9)， 即 411、 这 证 明了 4=1， 即 
(f,9) = 二 1, 所 以 和 g 互 素 .证 完 . z 

引 理 1.2.1 非 零 多 项 式 f 和 g 及 多 项 式 h 若 有 (f,9)==1， 
figh, 则 有 f18. 

证 由 定理 1. 2.1， 和 存在 多 项 式 wv 使 得 wf 十 9 二 1， 于 是 
(wh)f 十 v(92) 二 h， 由 条 件 figh, 便 证 明了 fl%.， 证 完 . 

为 了 3§ 3.2 的 需要 ,现在 给 出 

定理 1.2.2 非 零 多 项 式 f(7) 和 g(x) 不 互 素 当 且 仅 当 存在 
非 零 多 项 式 wo v0, 使 得 

uof 一 0209， 
其 中 
0 委 deg(xo)<deg(9)， 0<deg(v0) deg(f). 

证 设 了 和 9 不 互 素 ,于 是 (9g) 三 4 天 1、 记 jdoo9 王 doy 
于 十 uof = duovo = v0g. 今 deg(g) 二 0, 所 以 0 奈 deg(v0) =deg(f), 
0<deg(uo) <deg (9)。 反之 ， 若 丰 在 wo,vo 有 tf 二 v0g，0 达 ， 
deg (uo) <<deg(g)，0 过 deg (vo) <deg(f)， 下 面 证 f 和 yg 不 互 索 . 
用 反 证 法 、 车 了 和 9 互 素 ， 即 (f,9)=1. 由 v09 及 5| 理 1.2.1，, 
所 以 fiv, 这 和 0 三 deg (vo) 二 deg(f) 刻 盾 . 证 完 . 

定义 ” 非 零 复 ( 实 、 有 理 ) 系数 多 项 式 p(7) 称 为 不 可 约 的 ,如 
果 除 了 因 式 4, 42(7) 外 ,无 其 他 复 ( 实 ,有 理 ) 系数 因 式 ,其 中 4, 
为 非 零 复 ( 实 、 有 理 ) 数 ， 非 零 整 系数 多 项 式 9(7) 称 为 不 可 约 的 ， 
如 果 除 了 士 1, 土 ?(7) 外 ， 无 其 他 整 系 数 因 式 . 不 是 不 电 可 约 的 多 项 
式 称 为 可 约 多 项 式 . 

引 理 1.2.2 设 z(z) 为 不 可 约 多 项 式 ， 则 对 任 一 多 项 式 f(7Y)， 
或 者 7 了 |f ,或 者 (2, 了)==1. 

证 今 若 (7?， 用 二 1， 则 不 必 证 了 .车 (7,1)=41, 于 是 
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deg(l) > 二 0, 旦 hjp， 但 是 Pp 不 可 约 ， 所 以 4=47, 其 中 jp 为 了 的 
首 项 系数 .由 df 便 证 明了 P|f.。 证 完 . 

引 理 1.2.3 设 ?(z) 为 不 可 约 多 项 式 , 则 对 任 两 多 项 式 (7) 
和 9(7z), 只 要 p|f9, 便 有 pf 或 者 p1g. 

证 今 若 p|f， 则 不 必 证 了 .车 21f， 由 引 理 1. 2. 2， 所 以 
《7, 了 ) 二 1， 由 引 理 1. 2.1, 所 以 p19g， 证 完 . 

由 归纳 法 立即 有 

引 理 1.2.4 设 2(Z) 为 不 可 约 多 项 式 ， 帮 fj， ， 四 为 多 项 
式 ， 设 7 有 fo…fm， 则 2 必 除 尽 ,2，…, fm 中 茶 个 多 项 式 . 

定理 1.2.3( 唯 一 析 因 定理 ) 设 f(z) 为 次 数 大 于 零 的 多 项 
式 , 则 f(z) 有 下 列 因 式 分 解 

f(z)=Pp1(7)p(7) 7.(7), 
其 中 p1!，…，2, 为 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 项 式 .。 且 车 为 有 因 式 
分 解 
f(7)=g1(7)q(T)q(7) | 
其 中 91,…, 4 为 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 项 式 , 则 二 ==s, 且 存 在 1， 
2,…，s 的 排列 人 ?api 以 及 s 个 非 零 常数 c1,c2，…*，cs， 使 得 
0C102…0s 一 1 H. 
q(T)=0D1 7), 1<7 乏 5 
又 f(z) 的 次 数 大 于 零 的 因 式 必 为 
APDs (TPsA(T) DIT), 
其 中 4 为 非 零 常数 ,1 志 j) 二 j2 达 … 达 人 1 寺 s, 所 以 1 寺 ! <s. 

证 “ 先 证 存在 性 ， 对 次 数 作 归纳 法 ， 设 所 ZJ 不 可 约 则 定理 
成 立 ， 设 jz) 可 约 ， 由 定义 ,jz) 有 因 式 f1(7), “(7 ) 使 得 有 (7) 
一 了 (7)f(7), 且 0<deg(f 1) 二 deg(f), i 二 1,2。 由 归纳 法 ， 便 证 
朝 了 因 式 分 解 的 存在 性 . 

再 证 唯一 性 , 今 若 了 1,… Pss 91"… 4: 为 不 可 约 多 项 式 , 日 有 
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Pip2***Ps = 4142° °° i. 
由 giPip2a…Ps 及 5| 理 14.2. 4, 所 以 存在 Pi, 使 得 gip;.. 但 是 P41, 和 和 
qi 都 六 次 数 大 干 零 的 不 可 约 多 项 式 ， 这 证 明了 存在 非 老 常数 cb 
使 得 91 二 ci7;,， 代 回 原 式 , 由 消去 律 便 得 到 
PipP2* Di iD; +1' "Ps ~ C4243" "di. 
这 样 依次 讨论 下 去 , 便 证 明了 + 之 89， 且 存在 1，2，…，s 的 排列 
i1t2" 必 ss 以 及 非 零 常数 cly ca cs 使 得 
l= ciC2'""Csds +1qs +2°"" 
由 于 deg(gy) 这 0,s 二 17) 二 tt, 这 证 明了 t=s, 目 c1c2***6, 二 1. 寺 - 
是 证 明 2 
We 分解 因 区 
g(T)=PT TT TT), 

其 中 7?(7), 7a(Z),…, Ti(Z) 为 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 项 式 . 由 
?99| 访 所 以 ?1|f, 即 71|p192…ps。 和 唯一 性 证 明 相 同 ， 有 7 二 
cip;,， 再 依次 讨论 下 去 ,最 后 证 明了 9(2)== hpy.p;,…P;y,， 证 完 . 

定义 ?次 多 项 式 

FLZ) 三 Go2Z2 十 0022 十 十 Co 12 十 Cn 
的 导数 定义 为 多 项 式 z 
f' (7)=naor" i+ (nm—1)ar 2 十 十 Ce-is 

9| 理 1.2.5 导数 有 性 质 

(1) (f1+9) =f' +9'; 

(2) (fg9)" =f gtfy9. 

定义 设 f(z),9(z) 为 次 数 大 干 零 的 多 项 式 ,6 之 2 为 自然 数 . 
如 果 gCz)*|f(z),，g9(7*)*+fZ)， 则 9(7) 称 为 作 ?) 的 。 要因 式 . 
简称 为 (7) 有 重 因 式 9(7). 

定理 1.2.4 次 数 大 于 等 的 多 项 式 jz) 设 有 重 因 式 的 必要 且 . 
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充分 条 件 为 (fj ) =1. 
证 ”由 定理 1. 2.3 可 知 
f(7)=a0p 2) pz) pL) 
其 中 m 为 f(z) 的 首 项 系数 ,Pp1(7), pa(7),…, Ps(7X) 为 首 项 系数 等 
于 1 的 不 同 的 不 可 约 多 项 式 ，elj，ez，…，es 为 自然 数 ， 由 引 
理 1. 2.5， 
f' (2)=a0R(z) pF) pT) pr), 
其 中 / 
Ere NE 
十 es2i(Z)2B(Z)…2s 1(Z)25(Z)， 
月 由 deg(p;(7)) 二 deg(7;(7)) 一 1,1 志 7 二 s 不 难 证 明 
(fC7), f° (7)) = p(T): pa 2) pL) 
由 f(z) 的 分 解 式 可 知 ，f(z) 有 重 因 式 当 且 仅 当 存在 ef>1， 所 以 
了 f(z) 无 重 因 式 当 且 仅 当 e1=es=…=es=1, 即 (f, 了 ')=1， 证 完 . 
定理 1.2.5 设 f(z) 为 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 则 
g(x)= (f(7), f° (7)) f(z) 
无 重 因 式 ,但 是 g(x) 和 f(z) 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 组 . 

证 由 定理 1.2,4 的 证 明 可 知 f(7) = aopi(z)"1ps(7x)'?… 
Pz)', gz2)= (F672), fF (2)) -fC7)=aop (7)pa(7).p(7), 
定义 可 知 定理 成 立 ， 证 完 . 

和 最 高 公 因 式 相伴 的 , 有 最 低 公 倍 式 的 概念 . 

定义 ” 设 多 项 式 mo(7) 为 非 零 多 项 式 Kz) 和 9%(z) 的 倍 式 ,， 则 
mo(z) 称 为 1(z) 和 g(z) 的 公信 式 ，f(z) 和 yg(z) 的 公信 式 m(z) 称 
为 最 低 公 倍 式 ,如 果 m(z) 为 f(z) 和 9g(7) 的 公信 式 ， 而 且 对 f(z) 
和 g(z) 的 任 一 公信 式 mo(z)， 必 有 mm(z)jmo(z)、，Fz) 和 9(z) 的 
首 项 系数 为 1 的 最 低 公 倍 式 记 作 [f,9]. : 
定理 1.2.6 给 定 非 零 多 项 式 f(?*) 和 gy(z), 则 唯一 存在 最 低 


® 了 ss 


公 倍 式 [9], 它 是 
-1 
9 Bf) 


其 中 aoy bo 分 别 为 1,9 的 首 项 系数 . 
证 ”为 方便 起 见 ， 无 妨 设 f 和 9g 的 首 项 系数 都 等 于 1， 记 
d(x) 二 (f,9), 于 是 
f=df!, y=dgi, 
其 中 (f1,91) = 二 1 于 是 记 


m(z)= 7 =f91=f19=f91, 


好 有 fm,91m, 所 以 m(%) 为 fz) 和 9(7) 的 公 售 式 ， 且 首 项 系数 
为 1， 丸 一 方面 , 设 mo(zZ) 为 所 2 和 984Z) 的 公 倍 式 ， 则 mo(Z)== 
fT)L(T)=9(T)L(7), 于 是 mo?)=ad(7)f (TL(T)= Ad(7)g9.(2) 
iz(Z). 这 证 有 明子 (CW)L(7)=g1(7)Ls(7). 由 (ff1,90) = 二 1, gfil, 
用 3| 理 1.2.1 便 证 明了 gi 和 ,所 以 gilo， 代 回去 , 便 有 
mo(T)=aTN TN AL) = TF Tg TN Es)=m rT), 
这 证 明了 m(7)lmo《2)， 由 定义 可 知 m(z) 为 f(z) 和 g(x) 的 最 低 
公信 式 , 且 百 项 系数 为 1, 即 m(7x)==[f,gj， 证 完 . 
定义 ”给 定 7 个 非 零 多 项 式 f(z)，fa(Y)，…,f.(7)， 如 果 
m(z) 为 ,fo，…, fr 的 公 倍 式 , 且 i,f2,…,f 的 任 一 公 倍 式 必 为 
m(z) 的 倍 式 , 则 m(7z) 称 为 用, 了，…, 了 的 最 低 公信 式 ， 首 项 系数 
为 1 的 最 低 公 倍 式 记 作 [了 1, 了,…, 玫 :J. 
计算 了 个 多 项 式 的 最 低 公 倍 式 用 下 面 定理 
定理 1.2.7 对 ?个 非 零 多 项 式 有 (x),f(7),…,f,(7), 则 有 
[fi fa fr = LLLf, fo], fa], f,j. 
证 用 归纳 法 及 最 低 公 倍 式 的 定义 立即 可 证 ， 证 完 . 


习题 1. 2 


六 试 求 多 项 式 f(z) 和 9(z)， 使 得 (i) deg(f)#deg(g); (ii) f(x) 和 
g(z) 都 是 实 系数 多 项 式 ; (iii) 一 g?:= 一 x 十 23 十 X22 十 zf 十 1. 
2. 给 定 自 然 数 , 试 证 : 存在 自然 数 ma, 使 得 | 
(I 十 x) 《I 十 x2)*… (十 2 ) 一 工 十 2 二 22 十 十 和 于 A 9 2 
3.， 对 什么 自然 数 1%,] 十 x 十 … 十 zx"! 除 得 尽 1 十 z2 十 … 十 Z2n7 2. 
4， 给 定常 数 4, 定 义 映 射 f->D(f), 其 中 为 多 项 式 ,D(f) 为数, 且 有 
(1) D(Af+49) 二 4D( 有 ) 十 KD(9),4,4 为 常数 ， 
(2) D(fg) =f (a)D(g)+9 (0) Df), 
其 中 jf,g 为 多 项 式 . 试 证 : 存在 常数 5, 使 得 D(f) =bf' (a). 
5， 设 如 =qjz 十 bi, i 二 1,2,3 为 实 系数 多 项 式 , 有 
21 十 %2 二 3， 
其 中 即 为 任意 给 定 的 自然 数 , 且 ?之 2. 试 证 : 存在 多 项 式 p(Z) 二 Az 十 B, 使 得 
Ui 二 C;p(2),t 二 1,2,3, 共 中 ci 0;s Cs 为 常数 ， 
“&、 记 
ft) = {rt—0) (FT— AQ) (Ff— G1) 一 加 一 OZ2 1 二 (~—1)?o, 
记 
SS 一 at 十 C2 十 十 Cr E=0,1,2,... 者 
试 证 : 
gx (2) = (2)— (sor sz 1 ss) f (2), k=0,1,2,... 6 
有 deg (9x) 二 deg (1) 并 用 上 式 推出 Newton 公式 
Sr 一 01Sh-1 十 02S8-2 一 十 (一 1] lgo6st (—1)*ors0=0, 1<h<n; 
SE OSp-1T OSp_ 2" 二 (~—1)ro.ss-n=0, £2>n 
入 / 设 f(z),g(z),h(z) 为 非 零 多 项 式 , 试 证 : 
[f, (9g, 8)]= (5f,9], Lf, 1]). 


4 1.3 整 系数 多 项 式 


设 f(z) 为 有 理 系数 多 项 式 ,将 所 有 系数 的 分 母 通 分 , 便 可 写成 
f(z)= 9(7) 


ss 17 »。 


其 中 a,。 为 整数 , 且 (a,3) =1, 即 a/5 为 既 约 分 数 ， 双 

98(Z) 一 Coz "十 CiZ2 十 十 Cn 
为 禾 系 数 多 项 式 , 其 中 co 为 正 整 数 ， 又 (co cy co 三 1.、 由 此 可 
知 有 理 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 和 整 系数 多 项 式 的 因 式 分 解密 切 
相关 . 


定义 ” 非 零 整 系数 多 项 式 9(Z) = cs 称 为 本 原 多 项 式 ， 


如 果 (cos cb 9 三 1 即 cocl…ycn 互 素 ， 

用 这 个 定义 ,上 面 讨论 可 写成 

5| 理 1.3.1 任 一 非 零 有 理 系 数 多 项 式 为 一 个 有 理 数 和 一 个 
本 原 多 项 式 的 乘积 . 

大 下 整 系数 多 项 式 分 解 为 整 系数 多 项 式 乘 积 的 因 式 分 解 理 
论 中 , 重要 的 是 

引 理 1. 3. 2(Gauss 引 理 ) ” 任 两 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 为 本 原 一 
多 项 式 

证 给 定期 个 本 原 多 项 式 

f(7)=ao2r" ara 9(72)=00r"+b 7r" 1 tb, 
于 是 
(Co 0 Gn) =1, (0601, ,bmn)=1, 

呵 


f(z)g(7)= > Var > 0 
j=0 k=0 


员 十 投 
-2( > GD jz 
:=0 


了 二 上 =1 : 


我 十 14 


一- DerrT'+m-! 
i=0 
问题 化 为 要 证 明 《2 CC19 3 Cn+m) 一 1, 设 右 不 然 ， 则 存在 素数 2， 使 


se Jj *。 


”得 pici,0 志 in 十 Mm. 今 p|coy 即 7plaob0o、 由 5| 理 1.2.3,2ioo 或 
者 p18bo， 无 妨 设 plqo, 由 (ao, 41,*…, 4n) 二 1， 所 以 存在 指标 ,0 
7 一 2, 使 得 piao,714.,…, Piar, 但 是 pfari1. 今 由 

Cri!l—= do0r TaD Tab01ta.+ribo 

太 picrti 这 证 明了 PiariiBbo, 所 以 ?jb5o， 由 (60, 51,…,Dn) 二 1, 所 
以 存在 指标 s, 0 委 s<mm, 使 得 p16o,…, p15s,P15s;1。， 由 
Cr+st2 一 000risr2 二 GOrrsrl 十 十 gr+es+rlDi 十 Crrs+t200 
及 ?icrisr2 所 以 po 这 和 24ab2pbsl 矛盾 ， 证 完 . 

5| 理 1.3.3 任 一 整 系数 多 项 式 必 为 一 个 整数 和 一 个 本 原 多 
项 式 的 蒋 积 ， 所 以 次 数 大 于 零 的 整 系数 不 可 约 多 项 式 必 为 本 原 多 
项 式 . 次 数 等 于 零 的 整 系数 不 可 约 多 项 式 为 士 ?， 其 中 p=1 或 为 

证 明 极 易 , 在 此 略 去 . 

定理 1.3.1 设 整 系数 本 原 多 项 式 fz) 的 次 数 大 于 零 ， 则 
f(z?) 不 可 约 当 且 仅 当 它 作为 有 理 系 数 多 项 式 仍 不 可 约 . 

证 设 本 原 多 项 式 f(z) 作 为 有 理 系 数 多 项 式 ， 它 不 可 约 , 自 
然 它 作为 整 系数 多 项 式 也 不 可 约 ， 反 之 , 若 本 原 多 项 式 f(z*) 作 为 
整 系数 多 项 式 , 它 不 可 约 . 但 作为 有 理 系 数 多 项 式 , 它 可 约 . 于 是 
f(z)==g(z)h(z), 其 中 gz)= 忆 91(7), hz)= 了 了 hi(z), 而 所 及 也 

为 既 约 分 数 ,g1(7),h(z) 为 本 原 多 项 式 , 又 0<degg(7)<degf(7). 

由 引 理 1. 3. 2,91(z)h(z) 仍 为 本 原 多 项 式 ,而 fz) 二 (91:(z)h1(z))， 

由 fT) 及 gi(7)h1(z#) 为 本 原 多 项 式 ， 便 证 明了 5b4= 土 ac， 所 以 

f(z)= 土 g1:(z)h(z)， 由 0<deggi(7)<degf(z)， 便 证 明了 f(z) 

作为 整 系数 多 项 式 , 它 可 约 ， 这 和 假设 矛盾 ,所 以 证 明了 定理 . 

定理 1.3.2 (Eisenstein 不 可 约 判别 法 ) ”给 定 次 数 大 干 零 的 

本 原 多 项 式 

。J19 。 


f(7)=a0r" tar ta oA0. 
如 果 存 在 素数 2 使 得 
pfao, plar,*, Plan, pTa, 
则 f(z ) 为 整 系数 不 可 约 多 项 式 . 
证 用 反 证 法 ,车 f(7) 为 整 系数 可 约 多 项 式 ， 则 存在 整 系 头 


多 项 式 g (7 )= .07 AZ) 一 Dcrr"-"-* 使 得 9 过 degg(z)<n， 
;=0 k=0 . 
即 0<r<n, 且 (7)==g(7)h(7)， 于 是 
di 一 3 Cu， 0 二 Ln, 
jt+k=1 ”| 


今 Gn 二 0rcn-r,， Plar,P1a,， 于 是 816; 或 者 71cn-:， 为 方便 起 见 ， 
无 妨 设 p15.， 由 PTBics-r， 所 以 pfcs-r. 今 若 p16,, P16.-1，…*， 
210;,-i+19 则 由 

pana-s= brcn-r-it br-iCn-r-istt tt bosriCn-r-it Dr-iCn-r, 
2 二 1]，2,…,7， 便 证 明了 PID,ss t=1,2,.,7, 特别 ?| 56。 由 于 
4 一 Doco 及 pjbo 可 知 pjao, 于 是 和 假设 巴 盾 ， 证 完 . 


习题 1. 3 


1， 试 证 下 列 整 系数 多 项 式 不 可 约 : 
《ii) z?…: 十 z?-2 十 … 十 z 十 1)2 为 素数 ; 

(1i) 25 一 22 十 工 ; 

(i1i) (7 一 Cl) (一 Ca) (7 一 Qa) 一 1 其 中 Ci 02，… tn 为 个 不 同 
整数 

2， 试 证 : 本 原 多 项 式 me 土 zs 十 1 可 约 。 

3. 给 定 了 个 不 同 素数 gr， ?2，…，2， 试 证 : 必 1i2Ba…2r 为 无 理 数 ， 共 中 
m 之 2 为 自然 数 . 


* 20 。 


§ 1.4 多 项 式 的 根 

定义 ”给 定 多 项 式 f(7)， 数 a 称 为 多 项 式 做 7) 的 根 ， 如 果 
f(a) =0. 

显然 ,所 有 数 都 是 零 多 项 式 的 根 , 又 零 次 多 项 式 无 根 ， 下 面 讨 
论 次 数 大 于 零 的 多 项 式 的 根 . 

定理 1.4.1 f(z) 以 a 为 根 当 且 仅 当 (x 一 a) 1f(z). 

证 由 定理 1.1.1, 用 4 一 a 除 人 7), 则 有 

f(x7)=(z—0)g(z+)+e, 
其 中 6c 为 常数 ，gq(7) 为 商 式 . 取 z=a， 则 有 c=f(a)， 所 以 证 
明了 : 
f(7)= (2—a) gq(7)+f (0). 

因此 fo =0 当 且 仅 当 (2 一 ) 1f(zZ)， 证 完 . 

定理 .4.2 2 次 (2 之 了 蕊 多 项 武 至 多 有 4 个 不 同 的 根 . 

证 设 f(7) 为 nn 次 多 项 式 ， 设 a 为 f(7) 的 根 于 是 f(7)= 
(z 一 1)f1(7), 其 中 了 (7Z) 为 1 一 1 次 多 项 式 ， 显 然 f(#) 的 根 仍 为 
帮 z) 的 根 ， 用 轨 纳 法 , 已 知 一 次 多 项 式 恰 好 有 一 个 根 ， 设 x 一 1 次 
多 项 式 至 多 有 % 一 工 个 不 同根 ,由 FzZ) 一 (一 GD) 万 (2) 可 知名 次 多 
项 式 (7) 至 多 有 % 个 不 同根 ， 证 完 ， 

定理 1.4.3 投 存在 # 十 1 个 不 同 的 数 50,51,…, bp 使 得 

: f(2)= a0r" + oar! 二 + a 

有 f(5;) 二 0,0 才 jn, 则 有 40==41 二 … 二 0x 二 0. 

证 用 反 证 法 , 若 f(z) 关 0, 则 无 妨 设 ao 隆 0, deg 所 ZY) 二 x. 于 
是 Zz) 有 1 十 1 个 不 同根 50,51,…,25,, 由 定理 1.4. 2 便 导 出 矛盾 . 


证 先 . 


定理 1.4.4 设 多 项 式 f(7) 和 9(7) 的 次 数 剖 不 超过 2， 则 
» 21 。 


jz) 一 8Z2) 当 且 仅 当 存在 "十 工 个 不 同 的 数 50,51,…,50,， 使 得 
f (6;)=9(6b), 一 0 17 

证 ”考虑 多 项 式 F(x)=:f(7) 一 9(z), 由 定理 1.4.3 便 证 明了 
定理 .证 完 . 


下 面 分 别 在 不 同 的 数 的 范围 内 讨论 根 的 存在 性 及 求 根 方 法 . 

(1) 复数 情形 

定理 1, 4.5 (代数 基本 定理 ) 设 7 宇 1, 则 次 复 系数 多 项 式 
必 有 复 祖 . 

证 明 可 以 在 复 变 户 数 论 中 学 到 ,在 此 上 略 去 . 

定理 1.4.6 设 2 关 1， 则 ”次 复 系数 多 项 式 必 可 分 解 为 & 个 
一 次 因 式 之 乘积 ， 于 是 次 复 系数 多 项 式 恰 有? 个 复 根 . 

证 ”由 定理 1.4.1 以 及 归纳 法 立即 可 证 ， 证 完 . 

定理 1.4.7 不 可 约 复 系数 多 项 式 是 且 只 是 零 次 复 系数 多 项 
式 及 一 次 复 系数 多 项 式 ， 

证 由 不 可 约 多 项 式 的 定义 及 定理 1.46 立 即 可 证 .证 完 . 

定义 ” 复 系 数 多 项 式 f(x) 和 茬 有 复 根 wa， 且 若 〈z 一 aq) ?| 户 
(z 一 0)**1f, 则 a 称 为 f(z) 的 R 重 根 . 

定理 1.4.8 复 系数 多 项 式 f(7) 和 9g(7)=(f,f)-!f 有 完全 
相同 的 根 , 但 是 9(Z) 无 重 根 ， 因 此 复 系数 多 项 式 f(x) 无 重 根 当 且 
仅 当 (f,f')=1, -- 

证 ”由 定理 1. 2.5 以 及 定理 1. 4.6，1. 4.1 立 即 可 证 ， 证 完 . 

《2) 实数 情形 

记 f(7)= a +ar" + a 
为 复 系数 多 项 式 ， 于 是 f(7) 为 实 系数 多 项 式 当 且 仅 当 醒 =ay， 
0 去 J) 么 ”， 即 


f(z)=f (2). 


定理 1.4.9 实 系数 多 项 式 几 z) 才 有 根 w， 则 必 有 祖 杞 和 石 a 
不 是 实数 , 则 f(z) 有 实 因 式 
(z—0) (2— 6)=72— (ga)r lg!?. 
证 明 由 定理 1. 4.1 可 知 ， 
显然 当 w% 不 是 实数 , 即 a 了 8 时 , (2 一 0) (x 一 6)=x 一 («十 6) 
?十 |al? 为 实 系数 不 可 约 多 项 式 , 这 时 它 的 判别 式 (a 二 6)? 一 41&|? 
二 (gg 一 6)’< 达 0， 结 合 定 理 1. 4.6 及 定理 1. 4.9, 便 证 明了 
定理 1,4.10 实 系 数 不 可 约 多 项 式 是 且 只 是 等 次 、 一 次 及 二 
次 实 系 数 多 项 式 , 在 二 次 的 情形 ， 还 要 求 判 别 式 小 于 零 ， 
由 于 实 系数 多 项 式 的 根 和 它 的 共 固 根 成 对 出 现 ,所 以 也 证 明了 
定理 1.4.11 当 ?%>>1 了 时 ，2 次 实 系 数 多 项 式 恰 有 27 个 复 根 
QC 0 其 中 ar 的 虚 部 不 等 于 零 ; 且 有 ?2 一 27 个 
实 让 cb co cr-2r。， 所 以 它 能 分 解 为 下 面 不 可 约 因 式 之 乘积 
j 帮 2Z) 一 ao[L(Z 一 01) (7 一 如 (2— 0G,) (2— 0,)] 
(7 一 CCZ 一 02) (2Z 一 Co-2r)。 
当 汰 ， 基 体 去 求 一 个 已 知 实 系 数 多 项 式 的 实 根 是 较为 困难 的 
事 ， 已 经 发 现 许多 方法 去 求 近 似 根 ， 这 些 方法 属于 计算 数学 的 一 
个 分 支 . 下 面 给 出 一 种 经 典 的 办 法 来 求实 根 的 近似 值 ， 这 就 是 著 
名 的 Sturm 定 理 . 
定义 ”给 定 实 系数 非 零 多 项 式 f(z), 对 多 项 式 f(T) 及 f'(7) 
作 轧 转 相 除 ， 记 作 80(7)=f(7z), 891(7)= 了 (7)， 
且 Q(T)=4(7)Q.(7)— 07), 
Q(T)= GT) DT) — Qs(7), 
Qs-2T)=I LY 1(7)—Q(7), 
Qs-i(7)=g(7) VY.(7), 
其 中 


degQ (2)>degQs(7)>…> degQ (7)>0, 
则 多 项 式 序 列 
Guo) G1T), QT), ~%, QlT) 

称 汶 Sturm 序列 . 

定义 ”给 定 5 十 1 个 实数 cocb cr。 从 左 向 右 观察 ， 如果 
ci 一 0 则 除去 ; 如 果 ci 天 0, citi 二 二 Cy-1 二 0,61 关 0, 且 6 和 cy 符 
号 相同 ( 即 同时 为 正 数 或 为 负数 ), 则 称 无 变 号 ; 当 cf 和 cy 的 符 己 
相反 ( 即 其 中 有 一 为 正 数 , 另 一 为 负数 ), 则 称 有 一 个 变 蝇 ， 变 己 数 
之 总 和 称 为 该 序列 之 蛮 号 总 数 . 

定义 ”给 定 实 系数 多 项 式 Fz). 记 它 的 Sturm 序列 为 go(z)， 
9iCZz) GZ)， 对 任 一 实数 c; 记 序列 Qo(c), @1(6),…'，W:(C) 
的 变 号 总 数 为 好 (c)， 于 是 得 到 实 轴 上 国 数 w(*), 称 为 Sturm 序 
列 bz)QZz) xsC2) 的 变 己 国 数 ， 

3; 理 1.4.1 设 非 零 多 项 式 万 Z) 为 无 重 根 的 实 系 数 多 项 式 ， 
即 (f, 了 了) 二 1. 则 fz) 的 Sturm 序列 有 性 质 

(1) Qs(7) 为 零 次 多 项 式 ; 

(2) 相 邻 两 多 项 式 9;(7)，8y+1(7) 无 公共 实 根 ; 

(3) 如 果实 数 ec 有 @i(c)=0， 则 gr -co) 三 一 y+1(5)，1 寺 
J 委 S 一 1 

(4) 如 果实 数 c 有 9@o(o) 王 0， 则 存在 e>0， 使 得 当 c 一 8 去 
z<<C 时 有 @o(z)OZ)<0; 当 c<xz<cTe 时 有 GoGz)GICZ) 盖 0. 

证 由 于 4@s(z) 为 了 及 了 之 最 大 公 因 式 及 (f,f)=1， 所 以 
9@:(Z) 为 常数 ， 即 (1) 成 立 .大 @i(Z7OrxZ) 有 公共 根 4， 则 由 
Sturm 序列 之 定义 可 知 GZ) sz) 有 公共 根 as 这 和 (1) 契 
盾 , 所 以 (2) 成 立 ， 今 右 于 委 ) 委 s 一 1 于 是 有 

Qi;-1(7)=91(7)Q(7)— Q(z). 

如 果实 数 c 有 Qs(c)=0, 自 然 8;-1(0) = 一 Qjr1(0), 此 即 (3) 成 并 。 
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最 后 , 如 果 c 为 8@u(z) 的 根 , 即 go(ce) 一 0. 由 (jj 太 )=1 可 知 Qi(e) 天 
0. 但 是 GZz) 为 连续 函数 ， 所 以 存在 ge 之 0， 使 得 当 |z 一 c|<e 有 
QizZ)= 了 (7Z) 天 0. 当 c 一 se<z<c+e 时 有 大 (zz)>0, 则 jz) 单调 
递增 ,但 是 Qo(c)=f(c)=0, 所 以 在 c 一 e<z<c 时 有 f(z)<0, 即 
f(z)f'(z)<0; 在 c<z<ct+e 时 有 f(z)>>0, 即 f(z)f'(z)>0. 当 
c 一 2<Z<c 十 时 有 户 (z)<0， 则 fxz) 单 调 递减 , 所 以 在 c 一 e 二 
z<c 时 有 f(z)>>0, 即 A(z)f(7)<<0; 在 c<*<c 十 e 时 有 f(z) 二 0， 
即 fz)f(z)>0. 而 jz)=@o(z)，jfz)=@r(z) 便 证 明了 (4) 成 
立 、 证 完 . 

定理 1.4. 12(Sturm 定理 ) 设 f(z) 为 无 重 根 的 实 系数 非 零 
多 项 式 ， 即 ( 妃 广 ) =1. 设 实数 a,B 不 是 f(z) 的 实 根 ， 且 a<B. 则 
实 系数 多 项 式 f(z) 在 区 间 (&, B) 中 恰 有 包 (a) 一 w(B) 个 实 根 ， 

证 由 于 Sturm 序列 8o(7), 81(7),…,Q@s(7) 由 多 项 式 构成 ， 
所 以 当 zx 增 大 时 , 如果 不 经 过 每 个 多 项 式 9;(7), 0 志 j 过 s 的 根 时 ， 
变 号 函数 w(z) 的 值 不 改变 ， 所 以 为 了 证 明定 理 , 只 要 证 明 当 zx 增 
大 时 ,如 果 不 经 过 8@o(z) 的 根 时 ， 变 号 函数 的 值 也 不 改变 ， 而 经 过 
9u(z) 的 一 个 根 时 , 变 号 函数 的 值 减少 1. 我 们 证 明 如 下 : 
/ 设 实数 c 不 是 @u(z) 的 根 ， 是 某 个 @;(z) 的 根 ， 由 引 理 1. 4., 

的 性 质 (1)，j 为 1，2,，…,s 一 1 之 一 .由 性 质 (3)，9)-:(c)= 

一 b+1Cc)。 由 性 质 (2),@y-i(c)GI(c) 天 0， 所 以 当 Q (ec) 二 0， 
有 下 表 


| enw | 9 | 0) 
一 E<<Z<C 十 | 十 | 
z 一 e + | 0 | 
C=X eie | 十 | 干 | | i 


因此 当 ZX 了 从 c 一 e 到 c+ 十 e 变化 时 ， Qi1-1(7), Qi(7), Q(T) 的 变 号 


se 了 9 * 


数 始 终 为 1; 当 9;-1(c) 二 0, 有 下 表 


] Ys-1(F) ] Q(x) | Qjy+1 (7) 
CcC— ETO ] | 士 | 十 

| | 
co<z<e 十 e | ] | 


因此 当 y 从 ce 一 * 增 大 到 c+e 的 过 程 中 ，@y-1(7)， Qs(7) 
Qi+1(7) 的 变 号 数 也 始终 为 1 所 以 取 3 二 1,2,…,s 一 1， 便 证 明了 
当 z 增 大 且 不 经 过 Qo(7) 的 根 时 , 变 号 函数 w(z) 的 值 不 改变 . 
余下 讨论 当 e 为 8o(z) 的 根 的 情形 , 由 性 质 (27) 可 知 Ci(c) 天 0， 
所 以 存在 2 二 0, 使 当 |z 一 c| <e 时 Q1(7) 不 变 号 ,由 性 质 (4) 可 知 ， 
有 下 下 


Qo () Yi(2) 


CcC— Ere | 
A i > 


| 


因此 当 z 从 c 一 e 增 大 到 c 十 e 的 过 程 中 ,8o(7), Qi(#) 的 变 续 数 昌 
1 谈 为 0, 即 在 c 一 上 2E<Z<o 时 有 一 个 变 号 数 , 在 c 二 x 二 o 十 e 时 没 
有 要 号 数 ， 总 之 ,证 明了 当 通 过 @u(Z)= 太 2Z) 的 根 e 时 ， 变 号 函数 
wzZ) 的 值 减少 一 个 .这 证 明了 定理 。 证 完 . 

(3) 有 理 数 的 情形 

由 5j 理 1. 3.1， 有 理 系 数 多 项 式 的 有 理 数 根 为 相应 本 原 多 项 
式 的 有 理 数 根 , 反之 亦 然 ， 所 以 问题 化 为 : 如 何 求 本 原 多 项 式 的 有 
理 煞 根 。 这 见 下 面 44)。 


ss 人 而 * 


(4) 整数 的 情形 
给 定 本 原 多 项 式 
fZ) 一 ao22 十 0 十 十 000 天 0,2 之 1 
下 面 介 绍 求 (7%) 的 整数 根 及 有 理 数 根 的 试验 法 . 
习 m 为 用 7Y) 的 整数 根 , 即 有 
f (m) =aom" + arm"-!+ Ta =0. 
于 是 mias。 因此 可 先 求 出 o 的 所 有 因子 ， 将 每 个 因子 代入 f(7》 
中 , 计算 它 何 时 为 零 , 从 而 可 求 出 f(7) 的 所 有 整数 根 . 


投 对 为 腊 约 分 数 ， 即 有 (m, 9) 一 1， 设 加 为 ](z) 的 有 理 数 根 ， 


上 有 
mm m \” mm \"-1 
— |} 二 QA0( 一 ) 十 a (2) 十 *** 十 Gn 二 0， 
f(D ) 人 \g ” 


400 am 9 十 十 02 一 0， 
于 是 ?91caom|a. 因 此 可 先 求 出 ao 及 a 的 所 有 因子 , 分 别 记 作 9， 
m, 得 到 整数 对 {4,m}， 我 们 先 第 去 (4,m) 关 1 的 整数 对 , 余下 的 整 


数 对 可 定义 一 个 既 约 分 数 厂 =z。， 再 将 每 个 zo 代入 f(z) 中 ， 计 算 
它 何 时 为 零 , 从 而 可 求 出 f(x) 的 所 有 有 有理数 根 ， 


习题 1. 4 


1。 设 f(z),p(w) 为 非 零 多 项 式 , 且 有 公 根 a， 试 证 ; 当 p(x) 为 不 可 约 多 
项 式 时 有 p(z) |f (2)， 

2， 求 证 : 下列 多 项 式 都 以 1 为 三 重 根 ; 

(1) wr— na lnrn 1 一 工 

(2) (n— 2m) Ren mm 2 Nh: 

(3) zl— (2n1)r"tit (2n 二 1) rr—1, 

3， 设 me 为 多 项 式 用 (2) 有 (7) 一 f(z)f1(z) 的 率 重 根 ， 且 f(x0)f,(z) 惨 
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万 (zo 六 (2 试 证 :2 为 多 项 式 1 (X70) fr) ~ f, (70) fi (2) 的 十 1 重 根 ,及 
之 亦 然 ， 

4 求 自然 数 7, 使 得 (x 十 1D)" 一 zx" 一 1 无 重 根 . 

5， 试 证 ; 

/ (四 一 1 十 生 ? 十 页 0 十， 十 本 2 

无 重 根 . 

6 试 证 ，j(z) =aozz 十 oz 1 十 … 十 an 能 被 (2 一 1)* 除 尽 的 必要 县 充 
分 条 件 为 上 十 1<<n, 且 


全 
Sty=0, £=0, ,sh 
1=0 


7， 试 证 ; 了] 了 当 且 仅 当 ==ao(z 一 @)" 

8， 设 F(z) 为 实 系 数 多 项 式 , 由 数学 分 析 可 知 当 FF'(z0) 二 0,， FR”?(x0) 二 0 
峙 有 (2 在 2 一 2 迷 极 大 什 ; 当 玉 (x0) 二 0,F? (x0) >0 时 了 (lz) 在 ?+ 二 zo 达 极 小 
值 ， 用 这 个 结果 , 试 证 明 : 设 f(x) 为 n 次 实 系数 多 项 式 ， 且 对 一 切实 数 *, 有 
fz) 之 0, 则 对 一 切实 数 z, 有 

jz 十 六 (zz) 十 帮 (z) 十 十 Fo (zz) 之 0 
9. 设 多 项 式 f (x),9(x),%(7) 有 
f(x) 十 29 (z5) TR) = (42 二 2 十 十 1) (2)、 
试 证 ; f,9,4 以 5 一 1 为 公 团 式 ， 

10， 试 证 上 Lagrange 插值 定理 : 给 定 22 个 数 CiyCay…yCnyGiy G2，“"'， 
0 则 有 唯一 存在 一 个 次 数 不 超 过 2 一 1 的 多 项 式 {区 , 它 有 

fa =a 1 Nn, 
事实 上 ， 


(Qi QD (QI 一 CGI 一 QQ Cs) 


f(z) 一 Sa, (7 一 CI) (一 CT 一 CI 一 Co) 
j=1 


11. 设 多 项 式 (7) 被 + 一 1,x 一 2,7 一 3 除 房 , 余 式 分 别 为 4,8,16. 试 求 
fz) 被 (+ 一 1) (xz 一 2) (z 一 3) 除 后 之 余 式 . 

12， 设 了 为 实 系数 多 项 式 ， 试 证 :的 根 都 是 实 根 当 且 仅 当 产 不 能 表 成 
镍 个 改 数 不 局 的 实 系数 多 项 式 的 平方 和 ， 

13。 试 证 : 实 系数 多 项 式 
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f(z) 一 0022 十 Gin 1 十 十 Grass 十 和 十 和 二 1， 之 3 

必 有 复 根 , 它 的 虚 部 不 等 于 零 ， 

14， 设 (7z) 为 实 系数 多 项 式 , 则 f (x) 关于 一 切实 数 x0, 总 有 f(x) 0 当 
且 仅 当 存 在 实 系 数 多 项 式 9 (2),h(x) ,使 得 f 一 g? 十 hh?. 

15， 设 实 系 数 多 项 式 了 (xz) 一 2 十 az4 十 6z3 十 c 有 c 关 0, 试 证 ; f(z) 至 少 
有 两 个 复 根 ,它们 的 虚 部 不 等 于 零 . 

16， 设 多 项 式 序列 p12),p,(z),… 有 Pi(w) 一 z2 一 2， 

Delt) =pi(Pr-1(7)) =Ppp-1(7) 2 一 2， 大 一 2 3，… 

试 证 : 对 一 切 自然 数 2, 多 项 式 pu(z) 一 zx 的 根 都 是 实数 , 有 旦 都 是 单 重 根 . 

17. 给 定 实 系数 多 项 式 族 z4 十 czs 十 5z2 十 az 十 1. 设 它们 都 有 实 根 , 试 求 
min (a: ~- 02. 

18， 议 7 了 (4) 为 1 一 1 次 多 项 式 ,系数 全 为 正 实数 ， 记 a 为 正 实数 , 试 证 ; 
2 次 多 项 式 1 wo) 一 aoz* 一 562) 有 了 唯 一 的 单 重 正 实 根 . 

19， 设 f(z) 为 整 系数 多 项 式 , 且 了 (0) 和 f(1) 都 是 奇数 , 试 证 f(z) 无 整 
数 根 . 

20， 设 好 十 2 十 4 和 7X? 十 rz 十 s 都 是 整 系数 多 项 式 ， 且 它们 有 一 个 公 根 
Q 不 是 整数 ， 试 证 :2 一 ?9 一 8， 

21， 试 求 整数 9,0,c 使 得 0 和 jcl<|10<lcl, 且 

2X (8 一 0 (2 一 六 ) (一 C) 十] 
关于 整 系数 为 不 可 约 多 项 式 . 
给 定 即 个 不 同 整数 41,42,…, a, 试 证 ，2n 次 整 系数 多 项 式 f(o) = 

和 -ep 二 1 不 可 约 . 


了 =1 


23， 设 p(w) 为 整 系数 多 项 式 , 且 deg (7(z)) 之 1， 记 适合 ?i:%)*=1 的 不 
同 整数 的 总 个 数 为 %(7)， 试 证 : 
2 2) —deg(?) 2. 
24， 试 求 整 数 a, 使 得 方程 组 


5 5 5 
> 一 0 > 87 一 02 > swy = 0s 
k=1 k=1 k=1 


有 和解 zb … 75, 其 中 .2) 宇 0,1 碾 7 志 5. 并 求 出 相应 线性 方程 组 的 解 . 
: 25。 设 f(z) 为 有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 , 且 deg (f(z)) 二 2% 十 1,n 之 1， 财 
f(z) 的 任 两 不 同 的 根 之 和 , 差 , 积 , 商都 不 是 有 理 数 . 
中 29 


26， 设 多 项 式 序列 ja)， 户 (3，… 有 有 


fa(27) = 六 1( 一 Do (jz n=0, 1, 


j=0 


试 证 : 对 一 切 数 z， 有 


四 = 忆 (DT 人 GD 人， n=0,1,2,°" 


7 了 = 
27. 试 求 适 合 条 件 
Z2f(Z) 十 于 (1 一 2 一 27 一 2 
的 多 项 式 f(z). 
28， 试 求 适 合 条 件 
zf (z 一 1) 一 (z 一 26) 了 (2) 
的 多 项 式 f(z)， 
29， 给 定 自 然 数 7, 试 求 适合 条 件 
f (f (2)) =f (72)" 
的 所 有 多 项 式 ， 
30。 设 g(x) 为 多 项 式 ， 使 得 序列 zo 一 0， ts=9 (Tp.1)s FR=1, 2,，…, 中 有 无 
眼 多 个 数值 不 同 ， 试 求 多 项 式 1 (2), 它 适合 条 件 
fig (lw)) =9(f (72)), 1 (0)=0. 
3 引 实 系数 多 项 式 f (2) 的 根 都 是 实 根 的 必要 且 充 分 条 件 为 不 存在 两 个 非 
零 实 系数 多 项 式 g (z),h(z) 使 得 用 二 gh, 且 deg(9) 取 deg (hb 
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第 二 章 ”行列 式 理论 


$2.1 排 到 
也 217 2 为 1 2 和 的 排列 ， 它 又 可 记 作 


i 2 。， 有 
(; i, ; ) 
定义 ”将 1,2,…,z 的 排列 i2…is 变 为 排列 
2182 7-127+128127+2 012n3 
则 称 为 作 了 一 个 对 换 . 

显然 ,对 任 一 排列 ?zi 总 可 以 作 一 系列 对 换 ， 将 它 变 成 
标准 排列 1 2 … 和 当然 , 变 成 标准 排列 的 对 换 方 式 不 唯一 ,但 对 换 
次 数 间 有 关系 : 

引 理 2.1.1 给 定 排列 ui2…is, 任 给 两 种 将 i452…i, 变 为 标 _ 
准 排列 12…2 的 对 换 方式 , 则 它们 的 对 换 次 数 之 差 必 为 偶数 ， 即 对 
换 次 数 的 奇偶 性 只 与 排列 入 ?2…i。 有 关 ， 

证 ”对 作 归纳 法 ， 当 z=1 时 不 用 讨论 ， 设 对 4 一 1 个 文字 
1,2,…, 2 一 1 的 排列 , 引 理 成 立 ， 下 面 考虑 % 个 文字 1,2,…,7 的 
排列 i162…is。 设 订 二 n， 考 虚 将 iii2…is 变 为 标准 排列 1 2… 
的 任 一 个 对 换 方式 , 将 这 个 对 换 方式 的 所 有 对 换 构 成 一 个 集合 多， 
其 中 与 =n 无 关 的 对 换 构 成 S 的 子 集合 Eu 与 ij 二 wx 有关 的 对 
z 换 构 成 的 集合 目 然 为 @s 一 所 一 G1. 显然 人 @i 构成 将 7- 
2 变 为 标准 排列 12… (2 一 1 的 对 换 方式 , 由 归纳 法 假设 , 人 
”的 元 素 个 数 的 奇偶 性 只 与 排列 143227-177417n 即 只 与 11723r 
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有 关 ， 问 题 化 为 要 证 明 集 合 , 的 元 素 个 数 的 奇偶 性 也 只 与 排列 
V122°2, 有 区. 

显然 E: 给 出 将 ?从 第 j 个 位 置 经 过 一 系列 对 换 变 到 第 ”个 
位 置 ， 这 批 对 换 分 成 两 类 , 一 类 是 将 4 从 第 了 个 位 置 跳 到 第 j 十 1 
个 位 置 ,第 对 个 位 置 ， 共 包含 了 ?一族 次 对 换 ; 另 一 类 是 由 于 文 
字 了 往 前 跳 造成 的 ， 可 是 只 要 往 前 跳 〈 例 如 从 第 天 个 位 置 距 属 第 
4 一 1 个 位 置 ) 后 ， 必 然 在 后 面 的 跳 步 过 程 中 再 往 后 跳 〈 例 如 从 第 
1 一 1 个 位 置 跳 到 第 不 个 位 置 ), 否则 2” 不 可 能 最 后 跳 到 第 n 个 位 置 . 
所 以 这 一 类 对 换 必 然 有 偶数 个 , 记 作 27. 因此 人 。 中 元 素 个 数 为 4 一 
7 十 27, 它 的 奇偶 性 和 ?一 7 的 奇偶 性 相同 ， 由 于 和 =2， 所 以 奇 个 
性 只 与 排列 ?2 有关， 证 完 ， 

由 引 理 2.1. 1, 我 们 可 以 引进 下 面 定义 

定义 ”大 可 以 经 过 奇 ( 偶 ) 次 对 换 , 将 排列 i2…i 变 为 标准 
排列 12… 2 则 排列 鹿 i2…i, 称 为 奇 ( 偶 ) 排 列 . 这 时 记 

B12 -} 1， 当 宙 i2…is 为 恤 排 列 ; 
0 一 1]， 当 ?2… 尼 vj 为 奇 排列 . 

下 面 给 出 排列 奇偶 性 的 一 系列 性 质 ， 由 引 理 2.1. 1 可知， 
者 存在 一 种 对 换 方 式 将 排列 fi 变 为 标准 排列 1 2 … 7,- 其 对 
换 次 数 为 8, 则 6414 一 (一 1 
”3| 理 2.1.2 2 个 文字 1,2，.…, 的 排列 iio…is 入 io.… 
$dpbgtin br-1b bpt1'"'4n 的 奇偶 性 相反 ,1 二) 过 Kn. 

证 显然 ， 将 排列 三 人 -人 人 2 作 一 
1 一 :7 次 对 换 ， 可 变 为 排列 Vda ds IVbgr1 1 人 7 dp Ln. 再 作 
8 一 7 次 对 换 ， 可 变 为 排列 Vibgreed dd 35_10E85+ 1 bs. 设 对 
t132…$r 作 s 次 对 换 可 变 为 标准 排列 12…2, 于 是 有 这 样 一 种 对 换 
方式 ， 它 经 过 (% 一 1 一 门 十 (8 一 站 十 s 次 对 换 将 排列 刘 io…ij-ii， 
srieibsiprem tis 变 为 标准 排列 ， 由 于 s 和 s 十 2(4 一 让 一 
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工 之 奇偶 性 相反 , 便 证 明了 引 理 ， 证 完 . 
“5l 理 2.1.3 设计 记 …ii 为 # 个 文字 1,2,…, 的 排列 ， 则 
2 为 1 个 文字 计 , 记 ,…, i 的 排列 , 且 有 
Ol Oi 
证 这 是 因为 将 112:… .局 变 为 标准 排列 1 2 … ‘的 对 换 方 起 
整个 逆 过 来 ， 便 得 到 将 1 2… x 变 为 标准 排列 计 i2…is 的 对 换 方 
式 .所 以 可 个 性 相同 ， 证 先 ， : | 
5| 理 2.1.4 设 和 ?pt 和 Jp 都 是 1 2 2 的 排列 , 则 
5 为 人 py2 的 排列 , 且 有 
O13 一 6 Oiaia, 
证 由 引 理 2.1.3, 易 知 前 一 结论 成 立 ， 现在 证 后 一 结论 设 
也 72 广 变 为 fia…i 的 对 换 方式 的 次 数 为 ,再 设 记 i2…is 变 为 
2 … 寻 的 对 换 方式 的 次 数 为 刀 “合并 便 成 刻 和 … 访 变 为 2 
的 对 换 方 式 , 次 数 为 s 十 上 . 于 是 
,一 DD 一 DD 一 DD)!=64 6 
汪 完 . 
5| 理 2.1.5 设 7172…7r 为 1,2,…,7? 的 排列 ， VP TE 
?十 1,7 十 2,…,% 的 排列 , 则 有 
和 
证 设 jjo…ji 变 为 12…7? 的 对 换 方式 ,次数 为 s， 再 设 
JrijrteJr 让 为 (? 十 DD (7 十 2)…n 的 对 换 方式 ， 次数 为 t， 合 并 
便 成 71j2…j, 变 为 12… 的 对 换 方 式 , 次 数 为 s 十 上 于 是 
Oa 
证 完 ， 
5| 理 2,1.6 设 1,2,…,% 的 排列 说.…i 有 
1<i in i i 
则 有 
33 。 


Cr+1y 
1 2， + 十 二 2 
ii 和 =(C—1) 1™ et 


证 作坊 一 1 次 对 换 ， 可 得 12…n 变 为 计 12 … (一 ]) 
(二 1)…n， 今 计 过 io, 再 作 i 一 2 次 对 换 , 可 将 它 变 成 
bibs 2.… (01O—1) (Gi 二 +1) (tom—1) (ts 1).n 
于 是 ， 依 次 作 一 1，is 一 2,…，i 一 7? 次 对 换 ， 便 将 12…% 变 为 
2 由 于 1 委 J Eh RP 是 J r+ ”3 J 
为 由 1,2,…,n 中 副 去 ?1,7?2,…,is 而 得 到 ,所 以 证 明了 
i= tp ?+1 


因此 证 明了 
,en 
B13 =(—) Dt Dtt) 1) ttirt 2 ， 
证 完 . 


引 理 2.1.7 设 1,2,…,n 的 排列 人 和 Jp 有 
Ee PE 
1 1 jt 
由 


O's 一 -一 (一 荆 ) 全 + 故人 
1 2 网 


证 由 引 理 2.1.4 及 引 理 2.1. 6. 立即 可 证 ， 证 完 ， 
5 | 理 2.1.8 1 个 文字 1], 2,'**, nn 的 排列 共有 n1 个 ， 当 n>1, 


则 奇 排列 总 数 和 侦 排列 总 数 相同 ， 它 们 都 等 于 亏 (n1). 


证 显然 1,2,…,1 的 排列 可 以 用 下 面 方法 得 到 : 即 取出 所 有 
1,2,…, 1 一 1 的 排列 jj0… 和 -1 于 是 1,2,…,2 的 所 有 排列 为 - 
VE RY EY EC ER 
任 取 一 种 来 考虑 ,例如 取 JJ-i25 pa-l， 它 经 过 ?2 一 ?7 次 对 换 
变 成 排列 J1J2° "Ini. 谤 7% 一 ?7 为 奇 ( 偶 ) 数 ， 则 当 7172…Jn-: 为 奇 
排列 时 ,六 … 思 -aaj 加 -: 注 偶 ( 吞 ) 排 列 ; 当 广 ?2… 因 -为 偶 排 列 


® 34 。 


时 ， 放 7 为 奇 ( 偶 ) 排 列 ， 由 归纳 法 假设 ， 放 思 … 访 - 
的 奇偶 排列 总 个 数 相同 ， 且 等 于 《x 一 DD)!， 这 证 明了 jij2… 


刻 -imj,…j-! 的 奇偶 排列 总 个 数 相同 ， 且 等 于 地 (n 一 1)1. 于 是 


证 明了 ”个 文字 的 排列 的 奇偶 排列 的 总 个 数 相同 ， 且 等 于 -zl 


所 以 排列 总 个 数 为 34. 证 完 . 
在 行列 式 的 讨论 中 , 我 们 还 需要 用 下 面 和 号 , 例如 ; 
>, Qi foi, 
2 ) 
它 表 示 了 ?1 个 数 人 之 总 和 ,其 中 ?7 取 遍 1,2，…),?2 的 
所 有 排列 . 
5l 理 2.1.9 设 当 指标 19,…, Jq 委 2 中 有 两 个 指标 相同 ， 
则 07,7 二 0 其 中 1 委 2 魏 2， 于 是 有 


nn n 
> Gy172…pj2 一 之 ， Gi jfp 一 之 ， 之 ， Qj jip 
jz Jp lei i Gl 2 


所 ，…,jp 两 两 不 等 jj2"ip 
证 由 条 件 可 知 前 一 等 式 成 立 ， 后 一 等 式 证 明 如 下 : 任 取 1， 
2,…, 2 中 7 个 不 同 数 7y2 7o， 将 它们 按 大 小 次 序 排 成 王宫 
<?2<…<ip 生 0 于 是 J192…Jo 取 遍 和 V2， …*， ip 的 所 有 排列 , 而 
45 2p 取 遍 所 有 适合 条 件 1 委 贡 <…<<ip 委 2 的 7 数组， 证 完 . 


习题 2. 1 
记 0 为 久 ronecker 符 号 ， 它 定义 为 ， 当 盖 7 则 6 一 1 当天 妃 则 
Eo 二 0. 试 证 : : 


Ya i i > O11=n, S300 > qj = > a ;1 


Y 一 工 tt， 14=1 it, 14=1 i=1 


其 中 1 < 71), KER, 


s 35 e 


8$2.2 1n 阶 行列 式 
给 定 nm 个 数 iy,1 达 i<<n, 1 去 7 过 mw 将 它 排 成 矩形 


时 二 过 : 
人 的 


人 : 
tn! Gnm! 


称 闵 给 阵 ， 其 中 模 排 为 行 ， 第 ?行为 ci Gi2a'"*s Uims 1 <1 EN 义 
取 排 为 列 , 第 2 列 为 


他 17》 


U2j, 


他 
1 和 JS 和 m。 所 以 4 有 ?个 行 ,m 个 列 , 称 为 上 ax 和 mn 矩阵， 敌阵 4 的 
第 1 行 ,第 j 列 交 又 的 元 守 为 aiy, 所 以 前 指标 示 行 ， 后 指标 示 列 . 
又 nxm 和 抢 阵 4 也 可 记 作 4" 丰 或 记 作 (a3j). 
给 定 nxm 矩阵 4, 取 定 
1&i < i Sn 1<j< < jm, / 
在 4 中 取出 第 记 , i2，…, i 行 ,第 j1, 7 为 列 的 交叉 元 素 , 便 构 


成 ?xs 年 阵 
中 机 了 
Gis ”"" dis, 


称 为 n Xm 短 隆 4 的 子 矩 阵 . 
关于 和 插 阵 的 代数 运算 是 第 四 章 的 内 容 , 在 这 一 章 , 我 们 只 用 它 
的 符号 ， 
定义 zx 矩阵 称 为 1 阶 方 阵 ,w 阶 方 阵 4 也 可 记 作 4". 
重 娶 有 的 十 5| 进 % 阶 方 降 的 行列 式 ， 它 是 自 变 量 为 4 阶 方 阵 的 


* Ne 


定义 于 阶 方 阵 


的 行列 det 4 为 表达 式 


det A= 它 A Wn 2 nt 
detA 也 可 记 作 |4|， 

由 行列 式 的 定义 可 知 : (1) 它 由 w1 项 构成 ;(2) 每 一 项 冠 以 
士 1 由 全 tn 为 奇 , 偶 排列 所 决定 ; (3) 每 一 项 为 55 41i,021， 
ni. 其 中 ai.Gzt…anis 即 在 每 一 行 中 取 一 个 且 仪 取 一 个 元 涌 ; 
同时 也 是 在 每 一 列 中 到 一 个 且 仅 下 一 个 元 素 ， 再 相 乘 而 得 兰 


n 之 2, 则 恰 有 94 个 项 冠 以 正 号 ， 椰 9 个 项 冠 以 负 号 . 


从 定义 出 发 ,可 以 给 出 行列 式 的 一 系列 性 质 ， 而 计算 行列 式 ， 
又 需要 充分 利用 这 些 性 质 , 由 此 可 见 它们 的 重要 性 ， 
定理 2.2.1 行列 式 有 如 下 性 质 


站 市 间 沁 tu | #3 [| 可 
(1) 11 in 11 ua 
det [|: : |—detl : : |， 
\ani *** Gnn) Qin "°° Cnn 


即 给 定 ? 阶 方 阵 4= (4q43), 将 它 的 行 变 为 列 , 列 变 为 行 , 使 得 4 的 
第 i 行 , 第 ) 列 交叉 元 素 ay 为 第 行 ,第 i 列 元 素 , 便 得 到 一 个 新 
的 z 阶 方 阵 , 记 作 4 , 称 为 4 的 转 置 方 阵 、 于 是 有 det4= det4 . 

由 det4= det4 ， 所 以 行 全 关 的 有 关 行 的 记 有 作 页 对 行列 式 
的 列 也 都 成 立 ,反之 亦 然 ; 

(2) 行列 式 的 两 行 ( 两 列 ) 互 换 , 则 行列 式 变 号 ; 

(3) 行列 式 的 一 行 (一 列 ) 乘 以 常数 4， 等 于 行 别 式 本 身 滋 以 


-. $7 *« 


”常数 罗 
(4) 行列 式 的 两 行 ( 两 列 ) 成 比例 , 特别 若 两 行 (两 列 ) 相 等 , 赔 
行列 式 的 值 为 零 ， 因 此 若 有 一 行 (一 列 ) 全 为 零 ， 则 行列 式 的 值 


为 零 . 
《5) 
Gi "0a, Gil “°° "| 
det yi + bj bi Gn Osin det Gi1 nib 
Gn! 和 Gnn On! ”人 pm 
411 ” Gin 
十 det by "Cyn ls 
Vana ee nn 
对 列 世 有 一 样 的 等 式 . 


(5〉 将 行列 式 的 任 一 行 ( 列 ) 乘 以 数 3 再 加 到 另 一行 ( 列 ) 上 ， 
则 行列 式 的 值 不 改变 ， 

证 ”下面 分 别 给 出 证 明 ， 

证 (1)。 在 行列 式 定义 


Gi "dn 
ol : -Eaten 
Qa "0 np 
中 将 172 用 一 种 确定 的 对 换 方 式 变 为 标准 排列 12 …?a， 它 
实际 上 是 由 第 1 个 ,…, 第 % 个 位 置 中 的 一 系列 相 邻 两 位 置 的 对 换 
构成 。 用 这 种 对 换 方 式 作 用 在 标准 排列 12… 2 上 ， 便 变 成 排列 
J1J2…In， 显然 ， 当 六 人 2 取 遍 1，2，… ， 天 的 所 有 排列 时 ， 
J1j2…fjr 也 取 遍 1,2,…,2 的 所 有 排列 , 又 有 


ee 383 . 


1 2 一 Ga 一 0! 2 


了 yn 1 


CI10021 "On, 07 101 22°" "Gy ns 


他 11 Gin 
各 弟 2 
和 
$1 o's 
Un *** Onn 二 和 


Ss 了 7 wo 
一 Le O13..2 "Qs i(" "0 n 
12.…n 
(143%) 


fo ""* Gn1 
=det! : : |] 


\G in “"? Ganal 


所 以 证 明了 (1). 
证 (2) . 取 定 jb,1<I<h<n, 则 


QI Gin 


dr “** pn 


机 . -一 > | l2.. 
det 和 由 Op Gy Gn. 
12..% ) 
Gs1 Un (isi 


‘Wn1l **" (nn 
由 于 1,2,…,2 的 排列 刘 i2…is 经 过 2(8 一 j 一 1) 十 1 次 对 换 , 可 恋 
为 排列 ES SE 


Ol2n, Ol-DICGtD(E -DEE+L)..n 


ii 一 一 人 


Wii 


叉 当 V1t2'"$n 取 遍 1,2, …,% 的 所 有 排列 时 ， 2 也 到 
过 1, 2,.…,n 的 所 有 排列 . 这 证 明了 
> 7 
12-..n ) 


i LE 


名 39 ss 


12 CF DI CE- LEE+I) Rn , 
一 之 boi pig i QI G2 0 tj di +t ig 


" "Ug lst E- ki 十 Tt :k+l "ni 


+ 


一 3 Oi “inl ji" dpiy "Gnin, 


12 
i i) 
由 行 罚 式 的 定义 ， 鲁 证 劲 了 (2)， 
证 (3) ， 记 14 为 币 数 , 则 


Jan 7 an 


192...% 
i i te) "gr,ijt "tns 


< _. 12... 
det 4G71 机 Aajn 一 > ， O01 G41 (Mays)) 


Un! 志 自生 Qnn 


一 儿 2 Ci 1 


12:…% 
$i" i 


由 行列 式 的 定义 , 便 证 明 了 (3). 
证 《4)。 设 行列 式 


dnl "*" Gnn 
的 第 J 行 CI119 9 Gin 和 第 k 行 GE19 ""*> dgn 成 比例 ， 其 中 yk. 
是 存在 常数 4, 使 得 
dri— AQyss tO 二 1,2,.*, nN. 


由 性 质 (3), 可 提出 常数 因子 4, 即 有 


dil1 *** Gln 
Ci CGI 6 0 012 (97) 
det 。 一 /det 。 ， 
Gni “** Gnn Gji1 *'" Oyn 《分 


Oral dnn 


后 一 行列 式 的 第 7 行 和 第 £ 行 互 换 ,由 于 第 7 了 行 和 第 * 行 相同 ,所 
座 行 列 式 的 值 不 改变 .但 是 由 性 质 (2) ,行列 式 的 值 变 号 , 这 证 明了 
后 一 行列 式 必 须 为 零 , 所 以 前 一 行列 式 的 值 为 零 。 这 证 明了 (4)， 


和 证 (2 由 行列 式 的 定义 ， 


G11 机 Gln 


det Qsy1 -i by 0 Qin byn 一 >， CO 


(i 
$1 bo jn 


ni [ 二 nn 


(30. 


12..: 
3 1 ( 。 


由 行列 式 的 定义 ， 便 证 明了 (5). 
证 (6)， 由 性 质 (5), 取 天 及 1 委 J hn， 


/9 党 二 和 din 用 本 三 各 


人 0 (7) 一 det 


ai a te … 


di “** Gin 
二 def hasl *** Aarn 1()) 


dni 昌 昌 二 Gdnn 


好 7 如 本 生 


ini 


1 人 .和 1 2 … 玫 
一 > ， 0 Gs ni 十 之 ， Oni Qi Di Gnin 


| 


Gyn (2) 


(Ginn 


由 于 隆 7, 由 性 质 (4), 便 证 明了 性 质 (6)， 定 理 证 完 ， 


习题 2. 2 
1。 试 从 定义 出 发 来 证 明 恒 竺 式 ， 


® 4 ， 


由 此 推出 


ns (ds nn 
| dns Gnn 
dil 0 需 自 利 0 
G21 fzz … 0 
detl . 。 . 一 CGI1G22 CN。 


Gpl Cn2 ”人 nn 


2， 试 用 行列 式 的 性 质 来 证 明 ， 


DTATe cta 4a+b a 0 7C 
ee 十 C! C1 十 q 6 十 2 1 一 2detl ab oi 
b; 二 Cc, 0 十 0 4; 十 Db， Gas 0 Cs 


] «a a*—bc 
detl 1 5 b:—ca 1=0. 


1 ¢ c:—ab 


3， 试 计算 下 列 行列 式 : 


02 (gl1)*: (ad2)* (a3): 
b? (9 十 切 2 (b+2)* (b+3)’ 
C2 (C 十 1D)2 (ec 十 2)2 (c+3)? 
0 (d+D)? 《十 2)2 (十 3)7 
cos0 sin0  oeosl sing 
oa Sin20 2cos29 2sin20 
' COS30 gsin30 3cos30 3sin30 
\o0sd0 sin40 4eos40 4sin 40 


4。 试 证 下 列 等 式 ; 


。 42 。 


1] tgA sin24 
det| 1 teB sin2B |=0,A-+B-rC=7; 
1 tegC sin20 : 
cos (ag—b) eos fa 十 sin (a68) 
detl cos (Bb—c) cos (be) sin (b+e) | 一 
cos (CC 一 4) cos (ca) sin (c+a) | 


—2sin {gq—b) sin(b—c) sin (Cc—4). 


5。 给 定 3? 个 数 ,将 它们 任意 排 成 一 个 % 阶 方 阵 , 试 证 : 它们 的 行列 式 至 
多 有 (m2)1/ (nt): 个 不 同 的 值 . : 
6。 试 证 :对 % 阶 方 阵 (99)， 
det (qs) =det((—1) 1g). 


82.3 代数 余子 式 和 Laplace 撒 开 
取 定 % 阶 方 阵 


nl **" dnn/ 


任 取 1 和 胺 ;一 Ci 1 用力 < <J7? 入 2。， 记 2 阶 行列 式 


et 
AGriis)=detl : :,， 
z z z Cip1 '* Uipss 
则 4 人 节 2) 称 为 行列 式 det 4 的 也 阶 子 式 ， 特 别 , 4(i187) 称 为 


P 阶 主子 式 . | 

在 1,2,…,n 中 除去 讲 ，iz，…，is， 再 按 大 小 次 序 排 为 
ip 一 < 和 sa， 在 了 2,…2 中 除去 jj …， 加， 再 按 大 小 次 
序 排 为 1 和 ja<…<J 和 as。 则 


Uiprjps ""” Gip,iis 
(—1)0* tisthittji det * ， 
Ci fp 机 Qs 


称 为 了 阶 子 式 4(9 -92) 的 代数 余子 式 . 
由 引 理 2, 1.7, 4G7 ) 的 代数 余子 式 也 可 写 为 : 
O71 A ). 
证 明 Laplace 展开 式 的 关键 是 证 明 
5| 理 2， 3. 1 在 1， 2， “°° 中 取 定 目 然 数 2p, 则 有 
s 3 ee 


C2) TG 
其 中 1< 训 11 二 …<< 训 <<n, 且 hijarenjpjprdjpea ej 六 1 2， 
之 排列 四 


证 显然 后 和 并 中 每 陨 ds tata 中 的 4 a 机 bn 为 1,2， … 2 之 排 
列 ， 且 和 式 总 共有 ( 。 hz (a 一 p)! =nm! 项 前 一 各 式 总 共 地 有 


项 ， 所 以 为 了 证 明 引 理 ,只 要 证 明 后 一 和 式 中 出 现 的 两 组 指标 和， 
… bs 和 lo…ls 为 1，2，,…, 2 的 两 个 不 同 的 排列 . 今 车 ba…bo 
和 12…1p 为 两 个 不 同 的 排列 ,自然 hk2…bs。 和 12…1s 也 为 两 个 
不 同 的 排列 ， 车 bo…hs 和 L112…1s 为 两 个 相同 的 排列 ， 于 是 
1 有 将 入， …， 知 按 大 小 次 序 排 成 1 委 六 < …< ， 
和 <4， 于 是 kab 二 L412…ls 为 六 ,j2，…, jz 的 排列 ， 它 们 对 应 
的 项 自然 地 落 在 : 
Qs #2 p 


(i112°°12 ) IPP ) 


4] to"ip 4 p+! 了 二 


中 , 即 在 


> | Qe povkpips tp stn 
(Ganderis) 
中 ,其 中 jori1 达 Jpr2 达 之 12s 是 由 1, 2,，…, 7 除去 ID fs, "yg Jp 后 所 
得 到 的 数 集 . 由 上 面 和 式 的 定义 可 知 or kak FAL 的 指标 中 ， 
下 用 PY PT 为 It YJpt 2 i I 的 不 词 排 下 由 央 
此 kak 及 “2 仍 为 1,2,…,% 的 不 同 排列 ， 证 先 . 
5| 理 2.3.2 zz 阶 行列 式 det《aqiy) 的 子 式 
AGEB)= 2 nngeate or 
| ( nt 让 


44 ee 


证 ”由 行列 式 及 子 式 的 定义 立即 可 证 ， 证 完 . 
定理 2.3. 1(Laplace 展开 定理 ) 任 取 指标 
1 过 i 

旭 % 阶 行列 式 det (qsy) 可 按照 第 订 ，io，,…， is 行 作 Laplace 展开 

det(ain) = 之 4 

SI < 六 

其 中 [0 < < ST， I < < < 日 Vidor Ln 和 
72…7 都 是 1,2，…, 4 的 排列 ， 又 可 按照 第 谎 ， 红 ,…, tp 列 作 
Laplace 展开 


det(@)= 之 4( 扫 和 [Ca A (tetase )], 


1&j, < 站 站 i 2 Pan 
指标 说 明 同 上 ， 
证 由 于 转 置 方 阵 的 行列 式 等 于 原 方 阵 之 行列 式 ， 所 以 只 要 
证 明 表 一 等 式 即 可 .由 定理 2. 2.1 的 性 质 (2)， 


CI ”01 0 
, . tetipt LEt SY. 。 
det * 。 一 《一 1) 2 det 。 。 
和 


\ 归于 + | 

‘nl nn/ CT 
lon 飞 、 了】 1 2 所 
= Oi in 1 0 1 to'"t, Gi tits "Us ts 


at) 


12. >， >, >) 
一 0i 和 2 Os ei Oita Oat. 


<j cisen ( 了 1 ) (7 站 n) 
1 " 和 二 人 


刘 


是 中 】 ] | 
3 2 | J172"1 ss 
2) | Oj! 7..7® 之， 人 > GO CC 
le]j 1 了 pn (7 (人 (2 
ttn pt+i"”’ 入 


™ 2 4 [LO j A (Dy J")]. 


lj < < pn 


。 5 es 


下 面 有 两 个 重要 推论 ， 
推论 1 


G11 Gln 0 0 
ni1 单间 浊 位 0 沁 看 间 0 
det 绸 
dnt+1,l "1 Cna+ln+l “1 
| 
Gntm,1 *** dn+m,n dntm,n+t! i Grrm, ntm’ 
/和 2 Cin f nt bmti “0 r+,n+m 
~ det: : ; idet; : : 


\a 


本 市 上 六 \ 过 四 忆 
enl (nn ‘dntimnti ntmn+m 


推论 2 〈 关 于 一 行 及 一 列 的 Laplace 展开 ) 


>, ds js -一 0O,.d Et 二， 


了 =1 


4 
2 Qj Ajx := OidetA, 


j=1 


G1 G1 
| : :| hr = Dr A det). 
‘Gy a 
证 推论 1 用 关于 前 4 行 的 Laplace 展开 立即 可 证 ， 后 一 推 
论 用 关于 工行 (及 工 列 ) 的 Laplace 展开 , 例如 ， 
dit 2“"* om \ 


: :| 
DsArs= detl qr a, (8), 
1 


了 =1 


\Gn [和 Onn 


当 k=? 有 qis4i; 二 det4; 当 4 隆 i， 由 定理 2.2.1 之 性 质 (4)，、 
=1 
” A6 * 


所 以 > ,qiy4h 二 0， 证 完 . 


利用 推论 2, 还 可 以 给 出 行列 式 的 等 价 定 义 
定义 2 阶 方 阵 

GO Gin 

= 。 

Gn "** Unng 


的 行列 式 det4 是 4 的 元 素 cl pan， aa yann 的 图 数 , 它 
过 归纳 法 定义 为 

(i) 当 %n=1,det(a) = a 

(ii 当 2> 假设 已 定义 好 所 有 7% 一 1 阶 方 阵 的 行列 式 , 则 > 
阶 行列 式 定 义 为 

det A=aiAiii G12A12t :tT G1nAls. 

注意 ， 这 两 种 行列 式 定义 是 等 价 的 由 前 一 种 定义 可 推出 后 
一 种 定义 ， 这 是 用 Laplace 展 开 ， 而 由 后 一 种 定义 可 推出 前 一 种 
定义 ,这 可 在 第 八 章 中 找到 . 


习题 2.3 
1， 求 行列 式 
0 0 0 40I 
0 0 0 
det 2 
0 as 0 0 
Ga 0 0 0 


的 一 切 元 素 的 三 阶 代 数 余 子 式 之 和 ， 
2， 给 定 既 个 关于 上 自 变 景 志 的 可 微 国 数 ob，1 委 人 7 魏 z。 作 生 阶 方 阵 


jan(t) oo G1n(t) 
A(t)=| : : | 


\qn1(t) "9 ann(t) 
试 证 
和 47 » 


a ~ da :(t) 
Fr (detA(t)) = >) HA, 


一 


其 中 44j 为 % 阶 方 阵 4( 纪 的 元 素 ai 的 代数 余子 式 ; 1 入 1 7 入 8。 


3， 将 部 阶 方 畦 
Gl "* Gun-! 1 
Qn! *'* Qnn-1 1 


的 第 了 行 易 为 z1,72，，…，2X,-1，1， 得 到 的 新 的 8&8 阶 方 阵 记 作 4y，1 志 7 二 
试 证 ; 


det4 一 > detA 


7 了 = 1 


4。 设 区 阶 方 阵 4=(ar) 有 


匠 
> 4j = > qj 二 0， 2 一 了 ,2， se 
1=1 了 =] 


试 证 ; 2 阶 方 阵 4 的 22 个 代数 余子 式 44; 的 值 都 相等 ， 
5， 记 
D0 一 0 十 … 十 0pp 一 GO 1 VE 


bls "*** Din Gil ""* dln 
det| : : I= (—g)"!i(n—a)detl : : 
Dan … bnn Onl Op 


$2.4 行列 式 计算 的 一 些 技 巧 
例 1 Vandermonde 行 列 式 


1 1 … 1 
(1 ds | 时 dn 
一 一 2 章 晤 瞧 2 2 (dy 一 41) 者 
(ai Go 一 det Ol . {0 dn 有 


C1 -1 C CTZE 


证 将 第 ”一 1 行 匀 以 一 6 然后 加 到 第 2 行 上 , 再 将 第 ?一 2 行 - 
® 3 » 


乘 以 一 a 然后 加 到 第 2 一 1 行 上 再 将 第 工行 乘 以 一 4: 然后 加 


到 第 2 行 上 ,于 是 有 
1 1 


0 人 5 -一 他) 


Vs, (G1 ***, 0n) 一 Qet 0 daz (a2 —01) 


0 a3 (as—a1) 
1 


一 外 (ar 一 al)det 有 
j=2 : 


= J[ eedv, (Ga *"* 


利用 归纳 法 便 证 明了 例 1. 证 完 . 
例 2 计算 三 对 角 行列 式 


ja 5b 
| 
A., 一 det C 0 b 
C a b 
0¢ 
a 
C 
其 中 未 写 出 的 元 素 全 是 零 . 


解 ”对 第 1 行 作 Laplace 展开 , 则 有 


] 


dn— GI 


0 (cr 一 G1) 


0 (a a1) 


-An =aAn-1—bceA, -2, n=3, 4,*°° 


而 
A =a, A,=a’— bs. 
问题 化 为 求 线性 递 推 公 式 


Xn 一 4 -1 十 AZn -2 各 一 


3， 4, 间 生 和 章 


* 4A9 。 


在 给 定 包 值 /二 0,x:=7 时 的 解 ， 作 法 如 下 ; 
第 一 步 ， 求 a,B 使 得 
G 十 用 一 4， xl = 一 有 


于 是 侈 推 公式 变 为 
2 = (a+ Bz, i—opPr,_», n=3,4,.° 
第 二 步 令 

yn = Tn — ta 1 Zn 一 0 一 有 7 1 n=3,4,.° 
于 是 有 

yn =PByn_i1, Zn =C2n-1, 3 二 34 
因此 

ya = Bb ys, Sn = 02 

其 中 / 


ys =:22 一 CO 一 T 一 0，22 一 2 一 DBzi 一 7 一 De 
代 问 ,有 
Tn—Qrn_i= "(tr—ag0), R=3,4,.. 
rn— Pr,-i=0" (rt— Bo), n=3,4,* 
当 & 关 Bp, 有 
(g—P)rn 一 r(a2 Br"-*) -apo(p" 3 a" 3), n=3,4,. 
于 丰 


X，_1 一 工 二 二 n= 3,4, 
所 以 解 为 
T, -1 fapo 人 _， ?= 3，4， 
代 回 原 式 验证 为 恒等式 
当 一 忆 , 有 有 


Tn 一 001 -1 十 FT 一 0 CC，1 一 34 


S00 。 


dt 


于 是 有 
2 一 QZ2 十 QT 一 0， 
2 一 QZs 十 Q2 一 0 0， 
7 一 az tA" TQ" 0 
z 一 a2 1 十 om TA" 0. 
依次 乘 on-a, an- 汪 yo 1, 再 全 体 相 加 ， 则 有 
rx, 一 02-22 十 《和 一 2 (az-27 一 0 0) 
~ (7 一 1)ans-2r 一 (2 一 2)a" 0， 1 一 3，4，…， 
代 回 原 式 验证 为 恒 等 冻 . 
令 A=a,L=—be,0=a,r=0 一 DC 代 回 便 求 出 行列 式 4 的 
值 ， 由 于 结论 复杂 , 就 不 再 写 出 . 
例 3 求证 : 


Ci1 二 IC | dit *** Glin 
det * 。 一 人 etl ， : 


二 ol Gn 
煌 nn \ 
十 > | > hij 


证 


Mii “qin Tn \ qs Gat x2 °° Gn Yn 
det . : —det! : 。 . 
(ni 2 机 dnnt Tn NGn1 Cn2 十 2 机 1 
TI G12 Xe Qn -Tn fa * Gis 
二 deti : : : el : 
Tr Ong Xa"* Grn i Tn Gn “°°” (nn 


n /1 re Gj! Ti i,j+l **" G1n 
十 > det : ; : : : 
f=1 : 


dni [和 Qn,j-! :| Gn,j+! 吉 生 内 Unn 


@ ST * 


-上 ， .。- 四 


用 上 aplace 展开 , 便 证 明了 例 3. 证 完 。 
出 4 试 证 ， 
1: 1 .。 1 
gd 人 本 有 ss。 Man 二 2 A 
，; 11} = 
Oni — qn-1,1 ?Unn— Gn-i,n 
~ 
证 将 行列 式 的 第 1,2,…,n 一 1 行 全 加 到 第 ?2 行 上 , 再 将 
第 1,2,…,n 一 2 行 爹 加 到 第 a 一 1 行 上 ,…, 便 得 到 
dt (1—al) "°° Qin 十 (一 ro ) 


人 21 十 (1 一 0i1) "0 G2n TT ( 工 一 Clin ) 


mi 二 (Ion) gnn Ta 
由 例 3 可 知 


fi 


(411 ~ Gin ne 


” 


Qn | 机 (nn 
由 Laplace 展开 定理 ,有 


,= SasAyt 3 Aij. 
7 = 1 = 1 iT jl ijl 
证 完 . 
例 5 设 aaan 都 不 等 于 零 , 试 求 
0 QT ds | 


:dl 0 “NO 
一 Getl ? “i 2 Cn 


/2 -i QI a (9 0 0 | 
解 ” 将 它 变 成 〖 十 1 阶 行列 式 


* I 9 


] Gl {fo “9 Gn 
0 0 0 十 G2 bh (1 a 
ds=det | 0 as 十 0i 0 fa 


0 0 十 6 0 十 Go ，…， 0 
再 将 第 2， 3， 机 % 十 1 行 分 别 减 去 第 1 行 ， 便 得 

1 | ts 
一 上 一 01 Ci 
dn det | —— 1 C2 —-d, 

(i 

一 a, (1 
四 将 它 变 成 4 十 2 阶 行列 式 


汪 本 间 Un 
当 刘 站 di 
香雪 由 他 2 
“一 他 
1 0 0 0… 0 
着 种 妆 On 
全 自 电 di 
dd 一 虽 汪 由 Qo 
\ -1 a dn ** 骨 


将 第 3, 4 …,2 十 2 列 分 别 减 去 第 1 列 ， 便 得 
1 0 一 一 1 ... 一 1 
0 1 a, Ge 0 
a 一 —2ga 0 ... 0 
1 a 一 ] 0 —2g, :.… 0 


vi _ 1 0 0 …。 0 
再 将 第 3, 4，…，z 十 2 列 分 别 乘 以 了 再 一 起 加 到 第 1 列 上 ， 将 第 


3,4,…,n 十 2 列 分 别 乘 以 一 亏 -，…, 一 区 -再 一 起 加 到 第 2 列 上 ， 于 


9 $3 we 


龙 有 


n 1 1 
(3 a2 1 
j=1 
1 入 
元 之 19j ] 一 卫 a; 
1=1 
由 一 det 
0 一 24| 
0 0 0 一 2 
0 0 0 
1 _ 2 lw] 
=| det 《9 下 


例 6 求 下 面 2 阶 行列 式 


XX 4 ':. a 
d 一 detl ” * 《 


个 ( ee 化 


下 面 给 出 六 种 解法 ,有 些 是 大 同 小 异 的 . 
解 1 将 它 变 成 4 十 1 阶 行列 式 , 即 有 
] a 4 :4a 
0 7 qa … a 


d=det[l0 a x du 


0 a 6 ，… 4 


和 


将 第 2,3,…, 十 1 行 减 去 第 工行, 便 得 
1 &a a .: 4a 
z 一 1 7 一 4 Hd 0 
& 一 det| 一 1 0 2 一 4 


1 0 0 xz 一 q 
视 > 为 符号 ,将 第 2,3,…,% 十 1 列 分 别 乘 以 一 -再 一 起 加 到 第 1 
列 上 , 便 有 


1 十 na a a a 

7 一 《6 
1 0 XxX—a 0 : 0 
lt| 0 0 za 0 


0 0 0 + Xa 


=(1+32)(e—0)"=(e—a)"+na(s—a)"! 
=[z+ (4— al(—a)"! 
解 2 将 的 第 2,3,…, 1 列 全 部 加 到 第 1 列 上 , 便 有 
] (一 1)G 十 ZX Ge 


1 Dots se 


(1 一 1)G 十 2 a 
1 CE '** (0 


.a 
=—[(n—1)atzxldet 


z 1 G 和 ZX 
得 将 第 2, 3,…,2 行 分 别 减 去 第 工行, 便 有 
= 3 $ 


i 0 0a 


0 7 0 


d,=[(n—1)a+z]det 
0 0 … 2 一 4 
=| (nan—l1)atril(z—a)" . 
解 3 将 第 2， 3, "**, 行 分 别 减 去 第 1 行 ， 便 有 


x 好 生硬 事 a 


a—X 0 一 6 
再 将 第 2， 3， 机 列 全 都 加 到 第 1 列 上 去 ， 便 有 
Tt 二 (n—1l)a a …… a 
,=det TT “te 0 
0 0 .Xa 
一 [zz 十 (82 一 1)aj (7 一 0)2 


解 4 
0 一 0C) a 4 
a x 0 
Cd 一 det 
od d [和 本 
a 0 a x*—a a 


Ga 0 4 
一 det .， .| 十 det 


a » 0 
— det , . 十 (Z 一 4)C，， 


di 0 年 浊 二 充 一 如 
S56 。 


一 AZ 一 0)7 十 (2 一 40 1。 
于 是 有 递 推 公式 
d;= (x—a)dy_ita(r—a)" :, d=x 
详细 写 为 芍 (rt -~a (ohwr+ 丰 ) 
d= (+—a)d--a(r—a), 
ds= (za) ds +a(r —a)’, 
dl :一 (z 一 0)0 2 十 GZ 一 4) 
1 一 (一 0 十 GZ 一 0 的” 
依次 乘 (z 一 0 ，(z 一 0 2 一 0 1 便 有 
(xz—a)"” 0 一 (一 4) 0 十 (一 472， 
(一 0)"-30. = (z 一 Cn20 十 gz 一 0)2-1 
(Z 一 0)8 -1 一 (一 4)20 2 一 0G)2 
dv 一 (2 一 0)d 1 二 GZ 一 6) 
全 体 加 起 来 ， 便 有 
l 一 (2 一 0)7 0 二 (一 1)0( 一 4)2 
一 [zz 十 (7 一 1)0(z 一 6)2 
解 3 对 行列 式 &, 的 第 工行 作 Laplace 展开 ,有 
Ta dra dD) 


dd dw 0 *** 


nl 
dl 一 ICQ > (—1)'det 
=] 


i i 他 0 "ed 


|: dd"*"** a FA 


0 人 ee 人 dr 


~ 


(第 ! 行 ) 


» $7 * 


dd dad ::. a (下 一 ) 


一 20 (IT 一 2)cdel 
a a … wi 
=—Zxdn_i— (nO—1)a’(z—a)"? 
由 = 二 z 及 递 推 公式 
0 一 ld 1a (nm—1)(r—a)"’, 
有 
0 一 di 一 02(Zz 一 0)0， 
gd 一 zl 一 202(z 一 0)， 
d-1 一 202 一 (7 一 2)042 (7 一 4)2 3， 
7-z0 1 (nars a) 


依次 乘 以 rz", x" 5, … 1, 再 全 体 相 加 ， 有 
nl1 


0 一 一 02 > kr" lt(p— a)*-! 
k=1 
nn—1 


— X77 [zx*— 27x (zo a) + (x—a)’] > kr"-i-*(z—a) k—i 
k=1 
=[z 二 (21)aj(z—a)"!. 


解 6 
(zx—a)i+a 0 十 0 0 十 6 
dn= det 和 0 和 和 
0 十 C 0 十 0 *… (s—a) +a 
用 定理 2.2. 1 的 性 质 5, 便 有 


3 


n 一 vv …… 0 
d, = (z—a)"+ > det 
i : : : 


0 0 .Gta 


= (2Z 一 0 十 CCZ 一 5)2 =[z+ (nm—1)a](r—a)"-! 


习题 2. 4 
试 求 下 列 行列 式 的 值 ， 
1 2 3 入 
/2 3 4 多- 十 1 
detl 3 4 5 区 十 2 1， 
入 十 1 7 十 2 21 一 工 


0 0 
0 XT 0 0 
2. det ， ， 
0 0 0 … x 一 1 
dn UVWn it Cn (dd, di 
Sing, sin20, ... sinng 
sing, sin20, ... sinn0 
3. detl . 一 | 


‘Sing, sin20, ... sinn0, 


Q 0 0 1 
0 a 0 0 
4, det > ; : |， 
0 0 ... @a 0 
1 0… 0 0 
5， 设 ol 天 0, 试 证 : 当 n 宇 2 时 有 
Ql 0 
det 
Oni "dnn 


条 7 
mm 


® $9 « 


=-Girndet * 过 


他 1 一 上 | Ul 一 Da G1 —Dbn 
[ 性 一 及 —b, 
6, det ds ! 好 2 {2 . 
a,—b: a,—b, 0n— bs 
1 + 二 ~-! 
1/ rg 0 ry) 
7。 det : : 多 
Vr ys ay 
di Don 
ad: bsn-1 
an bn 
8. det ， 
Dn Gn+ri 
b， Od2n-1 
bi tn 
Cl 5b b 5b a: bb 
t dd b b Ce 他 2 
9。 detl :  : : : | 10. det : 
CC dn bb c 
CC ¢ eC 0 
1 a, dn 1 
(1 p， “On 4 十 0 
ll. detl|  . |， 12. det : 
量 二 此 - ] 
0 2 : bn an tO: 


® 人 人 


b 1 
b 1 
Cn 1 了 
1 0 
i 
G1 on 
_1. 
Gn + bs 


9 (oy 


+n—1l (i 1 )， mm 十 2 一 1 
0 -人 n—1 ) 
(Ww i 
| 0 1 1 一 1 
14. detl : : : ;RO— 1 


人 CC 


1 Gls, 0 Gin 
15, > el : : 
1 2 … 从 ) 


1 ni, 日 本 是 dnts | 


16。 试 证 : 
| mi m+t1 
a) GH) 0“ 
a ) (a (or) 0 
| mm 741 / 7 十 2 
ded A mn—2 mn —2 mn——2 0 
] ( mn ) ( m1 )( 人 十 2 ) - (一 ) 
mn—1 mm 十 一 1 m-|+-n—1 二 nn 一 1 mt-n—] 
( 1m ) ( m 十 1 )( m 十 2 ) 各 (me ) (人 
| mn 和 -十 多 7 一 妃 mm 十 n ?和 十 吃 
m ) (mh) (m2) | (12) (1) 


一 入 XA 一 2 2 
一 (2 一 1) (x—4) 


ss BJ ee 


一 (1 Us» b23 bzn 

_ OG: -Us ts bsn 

18. det . ; 
A 一 G ud; Dn_ 1,n 
一 CGI 一 人 一 起 3 Cn 
1 a ar art? a? 


~ 
] Go a art2 oo a 


20~ 设 44;， 1] < 1 J) Nn 都 是 实数 ， 且 and, 1 入 1 < 福 1; aij=0, 1 jy 


4 旋 又 > qsj>>0,1 过 i<n， 试 证 Minkowski 定理 ; 


1=1 


21]。 Lovy-Desplanques 定理 : 设 det (qa,;) 二 0, 则 条 件 


1 
2|ai|> > lasl, ISiSn 


j=1 
不 全 成 立 , 即 郊 阶 方 阵 4 一 (aw) 不 是 对 角 线 占 优 方 阵 . 
22， 试 证 : 
14 一 0 一 0 ‘** 一 Cn 
det| 1 gs tn 
ln; 一 Co … 人 一 Oo 
为 4 的 nn 次 多 项 式 


各 一 jn-! 十 oahn 1) "a A+ (—1) "a 
其 中 aj 为 det(Goi 让 的 所 有 了 阶 主子 式 之 和 ,7 一 1 2，…， 7 
23。 试 用 归纳 法 证 明 Burnside 定理 : 斜 对 称 方 阵 
A=(a), j=—a, lt, IEn 
:的 行列 式 有 : 当 % 为 奇数 , 则 det4 一 0; 当 % 为 偶数 , 则 
-62 。 


| 2 
2 1 » 
det4=( > Oivis’ tae, ) 4 
D9, 
(i i ) 


$F i 


8 2.5 Cramer 法 则 


给 定 LO 个 数 (sj 1 ty， 1<Im 及 % 个 煞 D1， Dn. 记 
Xi; Ym 为 和 0 个 独立 未 知 数 , 则 2 个 方程 
QU01 十 十 On2p 一 0 
CQn121 十 … 十 Gaom2mn 一 On 


构成 线性 方程 组 ，m 个 数 2 2m) 称 为 它 的 解 , 如果 有 
人 > 0 一 太一 1 2，…)7。 
j =] 


线性 方程 组 的 理论 就 是 求解 理论 ， 它 要 解决 下 列 问题 : 1. 什 
”各 时 候 解 才 和 存在 ?2， 如 果 解 存在 ， 用 什么 办 法 求 出 所 有 解 ? 3. 什 
么 时 候 解 瞧 一 存在 ? 4， 如 果 解 不 存在 ， 能 不 能 求 出 某 种 意义 的 最 
小 二 乘 解 ， 关 于 一 般 线性 方程 组 的 求解 理论 ， 放 在 第 五 章 ， 它 回 
答 了 前 三 个 问题 ,在 第 十 二 章 回答 第 四 个 问题 ， 在 这 一 节 , 我 们 讨 
” 论 一 种 最 简单 的 情形 . | 
定理 2. 5.1 (Cramer 法 则 ) ” 设 w 阶 行列 式 


dil ”Lin : 
A=detl : : | 关 0， 
DT °° dnn 


n 
> QT = Di, 1<1<n 
| 


则 线性 方程 组 


有 一 组 唯一 的 解 


63 = 


其 中 
n dl! “°°* Gj-1 2 CI17+1 *** (in 
j= > brArs= det . 。 。 
天 =1 


Co Cn 0， Ca 7y+i ”Cn 


证 今 用 zj= 作 ,1<j<n 代入 方程 组 ,有 


册 办 


A4 了 
> Gi = 2) 0 > breAis 


j=1 1=1 k=1 


= 人 A S15, Gry Aks ) 
k=1 “J=!1 


MAC 
=0b,,， ?二 1,2,."n. 
所 以 = 一 后 ,1<j<<n 为 一 组 解 ， 下 面 再 证 唯一 性 ， 即 任 取 一 
组 解 y?，…,y0, 我 们 要 证 y=z 久 = 他 ，1<j<n. 事 实 上 ， 由 
于 91 ，,…,y% 为 解 ,于 是 有 
Dea? =b,, $= 二],2,……, nn。 
因此 由 Laplace 展开 定理 ,有 


1 


2Z 人 一 LA =A" 2 bsAis 


一 】 


-4 (Daa ) 
i=1 \kb=1 


种 1 
__ /A-1 (0) 
一 -< > 2 01854411 


。 64 。 


= 人 TDg260A 


t=1 
一 好 ， =1,2,.", 1, 
这 证 明了 唯一 性 ， 证 完 . 
定理 2.5.2 线性 方程 组 
人 > 4iy01 一 0 一 1 2 
f=1 
有 非 零 解 ( 即 有 一 组 解 2 Z2 “"°y Tn 它们 不 全 为 堆放 则 | 
det (a;;) =0. 


证 用 反 证 法 ,如 果 必 =det(aiy) 天 0, 由 定理 2.5.1， 则 有 了 唯 
一 解 zx? 二 0,…,z% = 二 0. 这 和 非 零 解 的 假设 了 矛盾。 证 完 ， 


习题 2.5 


1。 试 求 两 条 平面 曲线 

522—8zYy 二 58? 十 262 一 28y 十 32 二 0，2x2 一 5zy 十 2y? 十 147 一 13y 十 20 =0 
前 所 有 交点 . z 

2， 求 下 列 线性 方程 组 的 解 , 共 中 cl … 4 为 3 个 不 同 的 非 零 数 ， 


党 
(1) 人 > 00 一 k=1,2, "Ns 
一】 


用 

. 。 pl . 

(11) > a 1 =b, t=1,2, ,nn, 
k=1 


® 6 * 


第 三 章 ”多 元 多 项 式 理论 


§ 3. 1 多 元 多 项 式 和 对 称 多 项 式 


给 定 % 个 独 并 坟 知 数 XY1, XY。， 0 给 定 非 负 整 煞 & pa，…， 

hs 及 数 we 则 
Qbarka Tl Ls Ln 
称 为 单项 式 , Gx ,1,.…6, 称 为 系数 ,而 
b=E+k 二 二 

称 为 这 个 单项 式 的 次 数 . 

定义 ”有 有限 个 单项 式 之 和 称 为 nn 元 多 项 式 . nn 元 多 项 式 
的 次 数 为 这 有 限 个 非 零 单项 式 的 次 数 之 最 大 值 , 记 作 deg (了 ). 

给 定 郊 元 多 项 式 f(z1, za za)， 我 们 可 以 用 很 多 种 方式 将 
它 排 成 单项 式 之 和 。 最 和 常用 的 排 法 , 称 为 字典 排列 法 .定义 如 下 : 
给 定 两 个 单项 式 

211X32 pie, Trivt2 pte, 
如 采 有 
及 一 ks = J;, ”3 ks = Js, ks+i< jer 

则 我 们 说 zilzz2…z2n 在 zz 姑 zi 之 前 . 这 时 根本 不 用 考虑 
Jr jn 与 bt， br 之 间 的 关系 ， 

字典 排列 法 的 缺陷 在 于 次 数 最 高 的 单项 式 不 一 定 排 在 前 面 . 
为 了 克服 这 个 困难 , 我们 用 两 种 方法 结合 起 来 排 . 

给 定 % 元 多 项 式 f(z1,…, 3) 将 其 中 次 数 相同 的 单项 式 放 在 
一 起 , 构成 一 个 新 的 多 元 多 项 式 , 它 的 每 个 非 零 单项 式 的 次 数 等 于 


和 66 * 


这 个 多 元 多 项 式 的 次 数 ， 这 种 多 元 多 项 式 称 为 齐 次 和 多项式 ， 设 
fs (zi 0 为 3 次 齐 次 多 项 式 , 于 是 有 :对 一 切 参 数 二 则 
ftrxi, tro, rs tt) = tf (x Xn), SS=0,1,2,... 
反之 ,立即 可 证 : 适合 上 式 之 多 元 多 项 式 必 为 8 次 齐 次 多 项 式 . 且 
对 任 一 多 元 多 项 式 f, 则 有 
f=fnt fn- "++ji+t fo 
其 中 nm 隆 0,m=deg(f 有 ). 再 对 每 个 8 次 齐 次 多 项 式 上 六 用 字典 排列 
法 排 成 单项 式 之 和 ,合并 在 一 起 , 便 将 多 元 多 项 式 f 排 成 了 单项 式 
之 和 . 
显然 ， 零 次 齐 次 多 项 式 为 一 个 非 零 常数 ， 又 零 本 身 称 为 零 多 
项 式 ， 
和 一 个 未 知 数 4 的 情形 相同 ， 我 们 可 以 很 自然 地 引进 两 个 多 
元 多 项 式 的 和 、 减 和 乘 这 三 种 运算 ， 所 有 运算 性 质 也 和 一 元 情形 
完全 相同 . 
5| 理 3.1.1 将 非 零 % 元 多 项 式 jz 2 和 80Zb Zn 
分 别 按 字典 排列 法 排 好 ， 育 项 分 别 记 作 
QorIigd2e pd, bortirtien ta 
将 乘积 fg 也 按 字典 排列 法 排 好 ， 则 其 首 项 为 
aoboriit+ hiyi2th2 n+。 
证 注意 到 fg 为 中 所 有 单项 式 和 yg 的 所 有 单项 式 相 洋 , 然 
后 归并 同类 项 ， 再 重新 按 字 上 典 排 列 法 排 好 . 今 f 中 任 一 单项 式 
GZlgz2 Zn 和 g 中 任 一 单项 式 5x41282…z4* 相 胰 , 为 
/ QDXIl! rs2 192 Th to, 
由 于 aozi zz2…2sn 为 有 之 首 项 ,所 以 有 
= js 二 pe jeri>Peri 或 = jn= Dn 
又 bozliX22 2 为 g 之 自 项 ,所 以 有 
Ki—=gqys hig kiti>q9 或 = = 
67 


显然 ,为 讨论 方便 起 见 ， 无 妨 设 n 之 s 宇 i 汪 0， 于 是 当 GZ11722 na 
和 pz897z 罗 …z% 中 至 少 有 一 个 不 是 衣 项 时 ,好 有 

J Rp tg ep gerit heirt>piri qri. 
过 下 明了 QoDoril 2 2 pnt ea 为 痛 项 . 证 完 . 

引 理 3.1.2 任 给 % 元 多 项 式 f(z1,…,2n) 和 9Gzbzay…， 
7,), 则 有 

deg(f+g)<max(deg (1), deg(g)), 
deg(f9)=deg(f)+deg(g). 

证 ”前 一 不 等 式 显 然 ， 后 一 不 等 式 证 明 如 下 ; 先 将 多 元 多 项 

式 了 及 9 分 别 写成 齐 次 多 项 式 之 和 
f=fp+fpit tfo, 9=90 gi1+ "+ go. 


P+4 


fg= A 3D f= 2 fi94 )= Zh 
其 中 
hi = 之 ， 方 gr 


显然 了 次 齐 次 多 项 式 fy 和 大 次 齐 次 多 项 式 外 之 乘积 访 色 为 7 了 十 
上 次 齐 次 多 项 式 , 所 以 hi 如 果 不 等 于 零 ， 则 几 为 1 次 齐 次 多 项 式 . 
今 degf =D, 所 以 fo 去 0, 又 degg=9, 所 以 go 天 0. 因此 fo94 关 0, 于 
是 hp+g 二 fo9q 隆 0, 这 证 明了 deg(f9) =deg( 力 十 deg(9) 证 宛 . 

最 重要 的 齐 次 多 项 式 为 下 面 两 类 . 

(1) Newton 等 客 和 : 取 定 独立 未 知 数 ztbxs…pxzn 及 非 仙 
整数 刀 , 则 

Sp 二 2 十 从 十 于 ， 龙 二 0, 1 2，… 

称 为 Newton 等 圳 和 ， 于 是 so=2, 又 degst 二 ,二 0,1,2,…. 再 
sx 之 首 项 为 2 


@< O88 * 


(2) 伞 等 对 称 多 项 式 : 取 定 独立 未 知 数 Vly V2 "9 Tny 
Gi 二 Wi 十 Ns 十 :十 Yn 一 > zy 
f=1 


0 一 0102 十 … 十 VI22 十 十 Zn-12n 一 >, XjTEy 


〖 和 一 克 扫 天 


GTp-1 一 和 12Z2 和 ao- 十 区 07220207 十 十 区 2 


一 一 >， i 
ls jl 1 


On Vito dn 

它们 分 别 为 1,2,…, 次 齐 次 多 项 式 , 称 为 初等 对 称 多 项 式 . 

易 证 : 对 独立 未 知 数 zw ztb zw 则 有 Vieta 定理 : 

(zt—2) (2— Ta) (TL) = To" 

十 (一 1 0 十 (一 TO 

且 对 1,2,…,7 的 任 一 排列 52*51;, 则 由 

(2—21) (7 一 2Z2) (2 一 Zr) 一 (一 2 一 02 一 2 
所 以 证 明了 

Oy (2 0 Ki) = OR, Tay os Tn), I=1,2,.°°,n, 
将 这 个 性 质 提炼 为 / 

定义 zt 元 多 项 式 f(z1,X2，,…,Xn) 称 为 对 称 多 项 式 ， 如 朱 对 
1,2,…, 的 所 有 排列 i120…2r 各 有 

f (tis Vis *'*s Ti,) =f Ts Ta Ln) 

由 定义 可 知 初等 对 称 多 项 式 cl az … cu 都 是 对 称 多 项 式 ， 
又 Newton 等 里 和 so, st 52,… 也 都 是 对 称 多 项 式 ， 

引 理 3.1.3 将 对 称 多 项 式 f(z1,…, XYn) 分 解 为 齐 次 多 项 式 


之 和 = 了》 'f, 则 每 个 齐 次 多 项 式 fi 仍 为 对 称 多 项 式 . 
j=0 
对 1] ,2， *** ,NN 的 任 一 排列 bi192°"° bn 则 | 


se 人 全 9 


1 7 
人 >》 方 (zi 4 ”9 Ti.) 一 Dj fi Ta Ln). 
1=0 1=0 


比较 同 次 齐 次 多 项 式 ， 便 证 明了 了 fy(xi,s Xs 7) 二 fj (Xi, TY2s 
…, Yn). 这 证 明了 fi 是 对 称 多 项 式 . 证 先 . 
”显然 有 

引 理 3.1.4 初等 对 称 多 项 式 01,0s，,…,04 的 多 项 式 

FP(01, 02, °°°, On) 一 了 (Zi T2s «°°, Tn) 

为 ?1,7X2，，…, Yr 的 对 称 多 项 式 ， 

有 反之 ， 有 

定理 3. 1.1 (对 称 多 项 式 基 本 定理 ) ”对 称 多 项 式 可 唯一 地 表 
为 急 守 对 称 多 项 式 的 多 项 式 . 

证 ”将 对 称 多 项 式 f(z1, 2a,…, Ys) 按照 字典 排列 法 排 成 单项 
式 之 和 , 设 自 项 为 

Qj gd dl TH th, 
先 来 证 明 7) 之 j 宇 … 之 jr. 设 大 不 然则 存在 指标 J:< Jrl， 因为 
zz2 0) 为 对 称 多 项 式 , 所 以 
f(z19 °° Lis Tiris Vis Vitos sn) =f (ris, Ln ), 

因此 f(zi,X2,…, Zn) 作为 单项 式 之 和 ,出 现 一 项 
Qj jesn Tt 
然而 按照 字典 排列 法 , 它 不 是 首 项 ， 所 以 久之 ji+1: 这 和 假设 7 过 
J1+1 矛盾 ， 这 证 明了 外 之 jp 之 … 之 jn 

作对 称 多 项 式 

Pi(T1, L2s "9 Kn) = 0 01! T0821 Of fn an, 

由 引 | 理 3.1. 1 多 项 式 pi 的 首 项 为 

Qj 10g THI (RR) Tf (ian 1) Tin (ta ) 

一 0 2 和 和 


所 以 多 项 式 了 和 2p: 有 相同 的 首 项 , 因此 对 称 多 项 式 


es OO se 


op TI a 


丰 io Za =f Ky 2 一 DZ 2 
的 项 , 按 字 典 排 列 法 排 好 后 ， 都 在 assc7Zilzi za 之 后 . 所 以 首 
项 qdpipop Z1022.0nn 有 及 之 加 盖 … 之 加 且 
VE 
这 里 0 委 7<2. 于 是 可 构 作 ap ,ppp,011 ?2022-%oog ?71 gh"， 这 样 
依次 讨论 下 去 . 由 于 适合 放 之 P14 之 … 之 Pr 的 nn 数 组 (21, po Do) 
只 有 有 限 组 ,所 以 上 述 作法 必然 在 有 限 步 后 结束 ， 这 证 明了 
一 9 十 pa 十 十 os 
其 中 gj; 为 01,02,，…, 0 的 单项 式 ， 这 证 明了 了 对称 多 项 式 了 必 为 
7 02,"…，0n 的 多 项 式 . z 
下 面 来 证 明 对 称 多 项 却 f(z1， 732，,…，Xn) 表 成 初等 对 称 多 项 式 
0 02，…'，0n 的 多 项 式 有 ol oa oo 时, 表 法 唯一 , 即 证 明 两 个 
初等 对 称 多 项 式 cliy aa on 的 多 项 式 91(01,*…，0+) 和 ga(0g1， 
… 和 0) 右 作 为 zza yzn 的 多 项 式 是 相等 的 , 则 作为 cb aa …， 
on 的 多 项 式 也 是 相等 的 ， 换 名 话说 , 只 要 证 明 01,02,…, 0 的 多 
项 式 9(cb oo oo) 作为 ziza yz 的 多 项 式 等 于 零 , 那 末 作为 
0b502…， on 的 多 项 式 也 等 于 零 ， 用 反 证 法 来 证 明 ， 如果 9(cb 
02…o 00) 不 是 零 多 项 民 ， 作 为 zzo bzn 的 多 项 式 它 为 零 多 项 
式 ， 显 然 g 不 可 能 是 单项 式 , 因 此 9 中 至 少 有 两 个 不 同 单项 式 . 任 
取 两 个 不 同 单项 式 Qj oI Of O22 Cryny Qpikak O11OZ2** Onn. 它们 
作为 zi za，… XY, 的 多 项 式 , 首 项 各 为 
z GQ 12 TH (PIT2) 2 (TT2 Tn) 
Qypep LE! (Fi Xo) F200 (Rot) 
此 即 
Qj yoy TE tt tn pt ti tn Cs 
这 是 同类 项 当 且 仅 当 z 
: 六 十 jo 十 十 4 二 下 十 十 十 
。 71 。 


Jz 十 十 J 一 8 十 … 十 有 jn 一 大 

斯 以 71 二 ,72 二 和 2,… jr 二 Kr。 这 证 明了 9(01,…， Ow) 的 每 个 非 
零 单项 式 作为 71,22,…,Yw 之 多项式 , 首 项 都 不 相同 ， 而 这 些 首 项 
再 按 字典 排列 法 排出 之 首 项 ,必然 为 9(01,…,05) 作 为 zx2，…， 
Zn 的 多 项 式 按 字典 排列 法 排出 之 首 项 ， 所 以 9(o01,0。，…， 0,) 作 
为 XZ1,X2，，…, Yn 的 多 项 式 , 有 非 零 首 项 ， 即 不 是 零 多 项 式 ， 这 和 假 
设 站 盾 ， 即 证 明了 9(c cs 0 作为 01,0s,…，o 的 多 项 式 
为 雾 多 项 式 ， 证 移 . 

由 这 个 定理 的 证 明 ， 同 时 给 出 了 如 何 将 对 称 多 项 式 表 为 初等 
对 称 多 项 式 的 多 项 式 的 计算 方案 . 

(1) 将 已 给 的 对 称 多 项 式 写成 齐 次 多 项 式 之 和 ， 然 后 对 每 个 
齐 次 多 项 式 进行 计算 . 

(2) 设 jzoys…yzo) 为 名 次 齐 次 对 称 多 项 式 ， 找 出 所 有 单 
项 式 at 2 使 得 轨 之 和 之 … 之 fw 

(3) 令 


f(x1, 02 ,Tn) 一 之 ， 4 2022 se “On * Oin, 
PP 


再 用 isn 的 特殊 值 代入 ， 以 便 求 系数 ip。 代入 的 特殊 值 
例如 可 用 Yi 二 1],***， Zr 一 1 Tr+t1—=0, Zn 一 (0 等 等， 


习题 3.1 


1， 将 对 称 多 项 式 f(z1 2 ,有 史 -分 别 表 为 初等 对 称 多 项 式 


有 葛 多 项 式 时 ,它们 之 间 有 什么 关系 ? 
2。 设 多 元 多 项 式 f(zxzz za) 在 未 知 数 miyza yzn 的 所 有 偶 排 列 
下 不 变 , 试 证 ; 
fT19 F290 En) —9 R19 Tas Tn) 二 hv Tag rs TA V (719 Vas yn) 
其 中 9 入 为 对 称 多 项 式 ,VV (7%1,*…, 3,) 为 Vandermonde 行列 式 ， 
e TD 。 


3， 未 知 数 zy zz ,sr 的 轮回 排列 为 

122 ng Vs TnTy Tale TnLitsy TpT .Rani 
设 多 项 式 了 (ziy zs … za) 在 未 知 数 ziy za Zn 的 轮回 排列 下 不 变 ， 试 证 ; 

f (x1 Fn) = Satn-190"91 "gn" 
其 中 和 取 遍 所 有 适合 条 件 z 

Ri 二 26z 二 十 (BR 一 1)%a-1)s 十 红 十 十 in-1 竺 deg 了 
的 非 负 整数 组 go 41,… Sn-1， 又 

全 一 2181 十 322 十 十 ZaErd， =0, 1,2,.…,% 一 1 


其 中 e=eos< 开 十 WV 二 Tsin2 为 x" 二 1 之 本 原音 位 根 . 
4。 试 证 : 个 独立 未 知 数 zc 和 安 27 委 2 的 多 项 却 


不 可 约 . 
5. 试 求 所 有 适合 条 件 了 (1 0) 一 ]， 


f (z 十 9 2) 十 帮 8 十 22) 十 了 2 十 ZI) 一 0 
的 ?次 齐 次 多 项 式 了 (zy,9y)， 


§ 3.2 结 式 和 判别 式 
给 定 两 个 一 元 多 项 式 
f(g) 一 Goz2 十 Ci22 1 十 十 go， 9(Z) 一 Doz7 十 DZ 十 十 六 
假设 它们 次 数 都 大 于 零 ， 且 ao 天 0, bo 天 0. 由 8$1.4 可 知 了 和 9 有 
公 根 当 且 仅 当 它们 不 互 素 由 定理 1.2.2 可 千 了 和 9 有 公 根 当 且 
仅 当 存在 非 零 多 项 式 u,v 使 得 
uf =v9. 

昌 0 二 deg (3) 二 m0 过 deg (2V) 过 .将 42 写成 

WT nt 

Omk A i 二 2Z2 二 


ss 也 。 


其 中 21,… Yn 不 全 为 零 , Zn lntm 也 不 全 为 零 . 

5 引 理 3.2.1 符号 同上 . 多 项 式 了 和 9 有 公 根 当 且 仅 当 % 十 ? 
个 未 知 数 zu XY2，…, znim 的 线性 方程 组 

DZ 十 十 Da 一 GO 一 一 GT 一 0 一 0 1, 2, 
…,R 十 1m 一 1 有 非 零 解 , 其 中 当 7 天 0, 1 时 ar 王 0 当 7 闯 0,1， 
,m6 二 0. 

证 上 面 讨 论 告 诉 我 们 ,了 和 9 有 公 根 当 且 仅 当 存在 $1，…， 
zn ”不 全 为 零 , 又 存在 zatl 5 zntm 不 多 为 零 , 使 得 


元 m—1 
__ 一 [总 > 祝 一 让 一 上 
uf —v9=( > oor (Da X ) 
“j= 人 0 “二 活 
1 1 . 
7% ~ (OO) 一 至 一】 
-人 (2 Dpx " )(5 TPL ) 
7= 人 0 Y= 


7 二 一 1 


_ } 一 了 -~ 
2, (之 QjTn ttl 一 之 ， por jz 
TD \itk=1 P+4 =! 

一 0, 

f 

此 尖 ‘i "ys Tn mn 为 线性 方程 组 
™ 
一 一 | Cdntktil 一 之 ， Dprgrits 《二 01 和 十 到 一 荆 
J+Ek=1 Pg=d 


的 解 ， 所 以 为 了 证 明 引 理 ， 只 要 证 明 上 述 线 性 方程 组 奋 有 非 零 
解 2 外 ，…, 2 如 则 外，…, X00 不 全 为 零 ， 且 z 生 bz 不 全 为 
零 ， 为 此 用 反 证 法 .大 XY? 二 … 二 xw 一 0, 则 有 
QT m0 1 二 0,1,…,n 十 mm 一 1 
由 go 了 关 0， 便 证 明了 zi 三 二 2oim 二 0 这 导出 和 矛盾， 在 zi 一 
一 fm 二 0, 则 有 
Bz 二 二 Dinanriz t=0,， [= 二 0,1,…,n 十 mw 一 1. 
由 90 关 0 便 证 明了 3 二 … 二 2?% 二 0, 这 也 导出 予 盾 ， 证 完 . 
定义 ” 非 零 多 项 式 
7(zZ) 王 Go22 十 02T ita, GZ) 一 Do 十 DZ 十 十 DO 
。 7 了 4 。 


决定 的 3 十 mr 阶 行列 式 


100 CGI “"* a, 
do 好 | 过 站 和 Gs m 行 
R(f,g)=det Nn 
bo Dr Dm 
bo 2 bn bm n 行 


bo 2 bo b, 
称 为 f 和 9 的 结 式 . 

5| 理 3.2.2 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 和 g(x) 有 公 根 当 且 
仅 当 它们 的 结 式 ER(f,9) 二 0. 

证 引 理 3.2.1 给 出 的 线性 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 
(一 1)"R(f, 9).5| 理 3.2.1 证 明了 了 和 9 有 公 根 当 且 仅 当 上 述 线 
性 方程 组 有 非 零 解 。 由 $ 2.5 可 知 当 且 仅 当 系 数 行列 式 等 于 零 , 即 
已 9)=0. 证 完 . 

定理 3.2.1 设 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 和 yg(z) 分 别 有 根 
TT29 Dn 及 92， Ym: 则 了 和 9 的 结 式 


R(f,9) =as0s 下 (一 =as FE 9 Cz) 
j=1 k=1 1j=1 


=(—1)""b? [EE fy), 
k=1 


其 中 ae 和 2 分别 为 了 和 9 的 首 项 系数 
证 ”由 结 式 的 定义 可 知 
R(Af, 149) =A"u"R(f, 9), 
对 一 切 第 数 4, 4 成 立 ， 因 此 设 二 aox" 十 …' 十 qn, 9 二 box” 十 …' 十 
my 取 二 as ,k= 二 00 ,从 而 无 妨 设 ao 二 1,5o 二 1， 即 有 
站 (2 一 (一 ZI 一 72) (tn) 一 2 十 Ci02 an 
。 7 e 


9 (2) = 29) 2) (Tym) = tb 十 … 十 pm 

记 Zi 72 2n 之 倪 窒 对 称 多 项 式 为 01，…',0n, 由 Vieta 定理 ， 
十 起 

ca;=(—1)io), j=1,2,.…,n. 
又 记 站,Y2，…，Ym 之 初等 对 称 多 项 式 为 zb rm 同 理 

bp=(—1)*r., ££=1,2,..,%m. 

由 行列 式 的 定义 可 知 结 式 R(f，9) 为 初等 对 称 多 项 式 wb 02,"…， 
on 的 多 项 式 , 也 是 初等 对 称 多 项 式 ,Ts,…,Tm 的 多 项 式 ， 注 起 
到 当 zo laygb ym 取 定 时 ， RC(f,9) 为 zi 的 多 项 式 . 令 = 
ys(1 志 hm), 则 由 于 这 时 了 和 9 有 公 根 x 二 yrs 由 3j| 理 3.2.2， 2 
的 多 项 式 R(f,9) 之 值 为 零 , 即 以 9,…, ym 为 根 ,于 是 有 (2z1 一 9) | 
RCf,9), 这 还 明了 


R(j, 9) 一 天 (72， 9 … 下 (一 9 
k=1 
比较 双方 rT 之 系数 ， 便 证 明了 下 (7Z2 py 2 Ym) 为 之 29 "yp 
ny dis "Ym 之 多 项 式 . 对 Cay "yn 同样 讨论 ， 职 后 证 明了 
R(f,9)=h | YH Gs—y), 


1=1 k=1 
其 中 有 为 常数. 
为 了 确定 第 数 ho, 取 9 二 2", 即 取 0=1,51= 二 … 二 bm 二 0, 于 站 
yi,"…,Yn 都 为 符 ， 因 此 


R(f,9)=h0 {Tz7=h (rr rs)" = hoo". 
1 二 1 


由 直接 计算 行列 式 R(f,9) 便 有 
R(f,9)=(—1)""ar=((—1)"a,)"=o%. 
这 证 明了 和 二 1， 定理 证 完 . 
定义 ”给 定 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x), 记 作 


s 6 ee 


(zz) 一 Co(Z 一 2)(Z 一 22) (2 一 Za)， 
则 zy zy2n 的 对 称 多 项 式 


(用 = (一 1 ay- ‘Ta) = a8"-: I -a 
称 为 的 判别 式 . 
显然 有 


定理 3.2.2 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) 有 重 根 当 且 仅 当 玫 的 
判别 式 4A(f)=0. 
定理 3.2.3 对 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x), 有 


IJN) 7 RG,F). 


证 令 


ZI) 一 4o(CZ 一 ZTC 一 22) (2— Yn), 
三 (z) 一 Go> ， (Z 一 00(Z 一 XI) 一 2 (7 一 Zn 
措 定 理 3. 2. 1， 


R(f,f)=as! 和 六 (zc IT Ts 
了 一 荆 


一 1 改天 上 


二 (一 1) SE Af). 
证 完 . 
习题 3.2 
1， 试 证 ; 


(1) R(f,g9192) =R(f,91)B(f,9:), 
(ii) A((z—a)f (x))=4(f (2)) (f(a))’, 


deg(f) 
(ii) (fo 一 CCDD)ee0 TE A900) —z)), 
了 二 1 
其 中 fp = (2—21) (££) ‘(X—7X,)s 


又 g(z) 之 首 项 为 1. 
2. 已 知 IU(z))， 试 求人 (ff(2"))， m= 二 2 3, 


@ 77 外 


第 四 章 “矩阵 的 代数 运算 


8 4. 1 矩阵 的 代数 运算 
定义 ”nm 个 元 素 排 成 的 矩形 


称 为 ni xm 和 矩阵 ， 两 个 矩阵 


Ql °° dm bl! 1 biq 
4 一 | : : 》 B=| : : 
Gn et Gum| by a 


称 为 相等 的 ,如 果 p=n,4==m, 且 by=04ys1<i<n, 1<j<m， 给 
定 ax 和 矩阵 4= (op)》 则 和 xz 撼 阵 


称 为 4 的 转 置 和 矩阵 , 它 的 第 ; 行 是 4 的 第 ; 列 ， 它 的 第 7 列 是 和 
的 第 7 行 。 这 个 矩阵 记 作 4 或 4”. 

下 面 在 年 阵 之 闻 引 进 代数 运算 . 

《1》 加 法 

任 给 两 个 %xm 和 从 隆 4 和 B, 则 可 定义 它们 的 和 


di: “im \ /bi ‘Dim 
Ai+B=|: . 上 : 
On Gnm/ NB 2 


FR» 


Qutb CI 十 Di 
国有 | 
由 定义 可 知 加 法 运算 有 性 质 : 
(i) 加 法 交换 律 
设 4 和 B 都 是 %xm 和 矩 阵 , 则 有 
A+B=B+A 
(ii) 加 法 结合 律 
设 4 和 了 CO 都 是 axzn 答 阵 , 则 有 


(A+B)+C=A+(B+O). 
《iii) 存在 nxXxm 入 阵 


0 .… 0 
| | 
0…0/ 
称 为 堆 矩 阵 , 使 得 对 一 切 2x 和 第 阵 4 都 有 


4 十 0=0 二 4 一 4 
(1V) 对 每 个 即 x 际 矩阵 


411 机 好 1m 
A=!| : : » 


Qn! nm 


1 “"* | 


一 CI —anm | 


fF 


则 | 存在 % Xm 从 阵 


称 为 4 的 负 和 矩阵 , 记 作 一 4， 它 有 性 质 
( 一 4) 十 4=4 二 (一 4) =0 
因此 可 以 引进 减法 


.0 79. 


~_ 
| 


A—B==A+(—B) 

从 加 法 定义 出 发 , 容易 证 明 , 对 任 一 nxm 算 阵 4, 夺 nxXm 甜 
隆 B 使 4+ B=B+4 二 4， 则 B=0。 又 对 任 一 nxm 入 阵 4， 若 
nxnw 箱 阵 C 使 4+0=C 十 4=0, 则 0= 一 4， 即 零 矩 阵 和 每 个 算 
隆 有 的 负 秆 阵 都 叭 一 存在 . 

(2) 纯 量 乘积 : 

任 给 常数 4 及 nxm 矩阵 4， 则 可 定义 它们 的 缉 量 乘积 44 


如 下 : 
Ql 0 Aqi! oo MG 
ee : 四 
Ma oe Aann/ 
由 定义 可 知 纯 量 乘积 有 性 质 
(i) (4 1)A=A44A+14, 
(ii ) A(A+B)=AA4+4B, 
(1i1) (4UJ4 三 40U4)， 
(iv) 1.4=4,(—1).A=—4, 
(Vv ) 44=0 当 且 仅 当 4=0 或 者 4=0， 
其 中 4, 4 都 是 数 ,4,B 都 是 ?2X m 矩阵. 
引进 zx 和 矩阵 是 iy, 使 得 它 的 第 2 行 ， 第》 列 元 素 为 1, 其余 
位 置 的 元 夷 为 0, 即 
0... 0 0 0...0 
0... 0 0 0 .0 
Ey=) 0 0 1 02.0 i), i=1,2,., 1, j=1,2,., Mm. 
OQ. 0 0 0...0 


由 加 法 及 纯 量 乘积 的 定义 可 知 
a 
4 一 | : : = Bi 
Qj Gn 
/Bb,, «0 by 
5 : ) 
bose Bon 
则 有 
A+B= Xabi rt DBi;= (a to) Eis, 
AA=AZaiwBE;= (Na Ei. 
(3) 乘法 | 
任 给 nxm 和 矩阵 4 和 mx7 和 矩阵 8， 则 4 和 B 的 喜 积 4B 害 
义 为 : 
: Pasbn '** asbsp 
AT A f=1 1=1 
| : | : |= : : 
Qi ro Gnm) D oe bp 


Dyansbsr *** Djansbjsp 
f=1 1=1 
所 以 乘积 为 xp? 矩阵 , 它 的 第 行 , 第 上 列 元 素 为 


人 >， 8110 和 一 010D 十 0i202 十 十 CimDnxy 


j=1 

1<1i<n,1<Ek<y. 由 乘法 定义 可 知 它 有 性 质 : 

(i) 乘法 不 满足 交换 律 . 

(ii) 有 乘法 结合 律 , 即 任 给 ax 家 邱 阵 4,m Xp 和 什 阵 B,p xg 
您 阵 C， 则 有 

(AB)O = A(BO). 
(iii) 2 阶 方 阵 HNP Prt fxn x 
Arxf nxf 。 8 


7(n) 一 
0 0 … 1 
称 为 单位 方 阵 , 它 的 对 角 元 素 全 为 1, 其 余 元 素 全 为 零 . 它 有 性 质 : 


对 任意 xm 和 矩阵 4, 则 有 
AIS 1 A=A. 


(iv) 乘法 不 满足 消去 律 , 即 存在 nxm 和 矩阵 4 承 0，m x7 算 
阵 B 关 0, 但 是 4B==0. z 

(Vv) 加 , 乘 分 配 律 ， 即 任 取 ?xz 矩阵 4,B 及 mxp 和 矩阵 OC， 
D, 则 有 

(A+B)C=AC+BC, A(C+D)=AC+AD. 
(vi) 任 取 ?x 妈 矩阵 4 及 四 xz 和 矩阵 号, 设 4 为数 , 则 有 
(44)B=A(4B) =4(4B) 

上 面 一 系列 性 质 中 , 性 质 (i) 及 (iv) 表 明了 和 矩阵 乘法 和 数 的 相 先 ， 
多 项 式 的 相 习 是 有 本 质 差 别 的 . 

定义 ?2x 包 惩 阵 


的 共 轿 和 矩 阵 


dl lim 
A=| : : z 
Gn “™ (nm 4 


其 中 有 为 ak 之 共 斩 复数 ， 
(4) 转 置 运算 和 取 共 思 的 运算 有 人 性质; 
(i) 设 4 和 在 为 zxaa 撼 阵 , 则 有 


$s 7 。 


fe 


(A4+B)'=A'+B', (A+B)=A+B. 
(ii) 设 4 为 数 ,4 为 nxm 算 阵 , 则 有 
(14) 一 4144，(44) =%A. 
(iii) 设 4 为 2x?m 和 扯 阵 ,如 为 到 xp 算 阵 , 则 有 
(AB)’=B'A'’, (4B)= A58. 
(iv) 设 4 为 nxm 矩阵, 则 有 
(4)=(2).. 
下 面 引 进 分 块 矩阵 ， 并 讨论 它 的 代数 运算 ， 用 分 块 惩 阵 来 计 
算 , 是 矩阵 论 中 最 基本 和 重要 的 计算 方法 . 
设 4 为 nxm 第 阵 、 取 自然 数 Rs Rp IT， 
使 得 : 


, 
> nj =n, ms =m. 
1=1 k=1 
将 和 矩阵 4 的 多 行 ， 按照 | 行 ,n。 行 ， "> Np 行 分 开 , 将 4 的 1 列 ， 控 
县 mi 列 ， 2 列 ， 9 列 分 开 . 便 有 
Al，Ais … Al。\ 共和 m 行 
A 4 …。 Aso 其 12 行 


A,, po Apo 共 Np 行 | 


共 共 共 
1 2 和 te 
列 列 列 


于 是 4i; 为 zx my 矩阵 , 它 是 4 的 子 矩 阵 . 
显然 ,同一 矩阵 可 以 有 各 种 不 同 的 分 块 方法 ， 例 如 : 


EE CY) 


* HF 。 


下 面 给 出 移 阵 分 块 和 运算 间 的 关系 
(1) 加 法 
设 4 和 B 都 是 nxm 答 阵 ,用 完全 相同 的 方式 分 块 为 


站 Al, 站 机 引 
4=| : : 1}, B=| : : | 
‘Ap! 1 Bp ** Byal 
册 旧 机 中 : … 也 
A+Bb=| : : | 十 | : : 
Ap1 + Apof Do 
网 … 4 十 已 。 
Api + Bp ~“ i) 
(2) 纯 量 乘积 
和 “"? 间 “hd 
44 一 4 ， : 一 : 9 
4p mv 4pv 44p | 
(3) 乘法 
设 4 为 nxm 和 矩阵， 按照 1， R27 Np 行 ,IN1s TN 0 714 列 分 


块 为 
全 *: Ais 7%) 
4=| : = 
4p °° Apg/ nip 


mm, 量 生 中 MP 
设 呈 为 由 xf 年 阵 ， 对 五 作 分 块 的 方式 不 能 任意 , 要 求 对 B 的 行 的 
分 块 方式 和 对 4 的 列 的 分 沁 方 式 相同 | 即 


1 有 PN BIA\ Mm) 
| 
Ba, … Br/ ms 


中 ] 看 而 各 Sp 


5 御 以 A,i 为 ni; x My 拭 阵 ， B;: 为 My 六 SE 拭 阵 . 因此 Ais 和 Bys 可 
拟 相 琵 ， 且 


4 g 
>, 41By > 417By， 
j=1 j=1 
| 三 
D2 AsjBn *** >) ApsBy 
1=1 了 一 1 
事实 上 
的 * "| bi1l bs 
AB = 所 
\, ” Gnmi bm bms 
SYaybs 的 >》, aisbjs 
1=1 j=1 
一 
> janid “* > Vansbys 
1=1 j=1 
它 可 改写 为 
Ql11 G1m 
* |B8 
(qa1i Ga 17m) b Qn,i Unim 
AB= 一 
(an1 anm) B Cn 人 1 
B 


Gni: “°° im 


® F535 。 


(4 可 dr/ B 


(4 : A,,) B 
其 中 = 二 NU 十 … 十 np-1 十 1. 同 理 


B,, {Bir 
(A A10) : "*° | : 
| ba Bar 
AB = 
/Bi z Bb 
(A,1:** Ago) ， ee (Ap1'**Apa) * 
bs, Bor 
因此 问题 化 为 证 明 
， Bi 4 
(4 ，:,… 加 : |= D4,By. 
B,, 了 = 
事实 上 ,大 能 证 
Hm?) 
(Om my) 2 )=ca+tor, 
则 
BB Bl 
(4 As)! ; |= (C41 (4 4)) Da! 
和 Ba , 
1 Bs 
=A,Bl:t | : 
B,, 


人 > AiiBji. 
1=1 


 . 


‘pp 
下 面 米 证 (0 D)( ,=08+DF. 取出 0 的 第 i 行 (cur…eim,),D 的 
第 ;? 行 (ci Qim,); 取出 如 的 第 J 列 , 排 成 横行 为 (e13， Ems)s 
的 第 7 人 ， 排 成 横行 为 (fy， pp 于 是 CE -DF 的 第 i 行 ， 
第 7 列 元 素 为 : 

cient 2 dirfes 

k=} k=1 


Eb 
I 和 D(C D) 的 第 5 行为 (ci1,…， Cimis di1s'*', Lm) (区 第 2 列 排 成 
_ L ， 
横行 为 (@1y, "Ss Cmjs 万 “9 fm,), 于 是 (C Dj 的 第 行 ， 第 
了 列 元 素 为 
Cile17 十 … 十 Cimiems tt Wirf 1s im,f mos 


Fa . 
这 证 明了 CE 十 DF 和 (CG D( 7) 的 任意 相同 位 置 元 素 相 等 ， 即 


Eo 
La DJ( 环 )=0B+DF 所 以 完全 证 明了 分 块 矩 阵 的 乘法 公式 . 


由 乘法 公式 可 知 , 乘积 仍 为 分 块 算 阵 , 其 行 的 分 块 方式 和 4 的 
行 的 分 块 方式 相同 ， 列 的 分 块 方式 和 B 的 列 的 分 块 方式 相同 ， 而 
且 乘 法 公式 也 告诉 我 们 , 对 分 块 矩 阵 作 乘法 , 相当 于 把 每 一 块 当 作 
一 个 元 素 ， 按 通常 矩阵 乘法 的 定义 作 运 算 ， 这 一 特点 是 使 用 分 块 
朱 阵 的 主要 原因 . 

(4) 转 置 运算 


. pl Lpoi/ \Alg Ap, 
(5) 共 罗 运 算 / 


* SH7 。 


A 1 A A,， .…… A,, 
| : : H : : | 
Ays 4 \Ay: 1 A 
定义 % 阶 方 隆 4= (qsj) 称 为 对 角 方 阵 , 如 果 qs 二 0, 2 关 7. 
这 时 可 记 作 
A= diag(cil……cnn). 
n 阶 方 隆 4= (ais) 称 为 上 三 角 方 阵 ， 如 果 asjy 二 0, 1 二 J); 称 为 下 
三 角 方 阵 ， 如 果 qa4j 二 0,1 二 J zw 阶 方 阵 4 称 为 对 称 方 阵 ,如果 a4j 
= 一 21 工 委 1， 7/ 委 2， 即 有 4 二 4; 称 为 斜 对 称 方 阵 ,如 果 4ji= 一 aij， 
1<<i, I 二 nn, 即 有 4 二 一 4; 称 为 Hermite 方 阵 , 如 果 ai = 二 1,1 志 1 
J 三 nx， 即 有 4 = 二 4; 称 为 斜 Hermite 方 阵 , 如果 ar 一 一 而 1 志 1， 
7<7?， 即 有 4 = 一 4. 
对 角 方 隆 , 对称 方 阵 ， 斜 对 称 方 阵 , Hermite 方 阵 及 斜 Her- 
mite 方 阵 是 以 后 常 要 见 到 的 方 阵 . 
定义 nxm 答 阵 4 分 块 为 


Al! dp 

Ap! … 4pp 
则 当 4;y==0，i 关 7) 时 ,4 称 为 准 对 角 方 阵 ， 它 可 改 记 为 ; 

4 一 diag(4i 4pp)， 
(这 里 要 注意 尽管 行 和 列 的 块 数 相同 ,但 是 hi 不 一 定 是 方 阵 ), 又 
当 4;; 二 0, 1 这 7 时 ， 则 4 称 为 准 上 三 角 方 阵 ; 当 hsy = 二 0, i 过 7 时， 
则 4 称 为 准 下 斑 角 方 阵 . 
注意 “ 准 ” 的 概念 和 分 块 方式 有 关 ， 例 如 下 面 一 个 例子 ， 用 

三 种 不 同方 式 分 抉 ， 则 它 可 以 分 别 为 准 对 角 ， 淮 上 三 角 和 准 下 三 


角 . 记 
s 8 。 


1200 
3800 


0013 
0021 
0007 
三 种 分 块 方式 分 别 为 
1 2 (0) 12\ /00 (1 2) (0 0 
le 3 8 ||o00 38\ /00\| 
,I\o00/\13/b, 1joo0olli; 


/10 0\ /13 

区 全 | (人 人 001|1|121 
00/\071/ 007/N\0 7 00/\07 
习题 4. ] 


]， 试 证 : 对 任 一 数 4 及 任 一 % 阶 方 阵 4， 
det(AA)= /AirdetA, 

2. 试 各 举 一 例 说 明 存 在 % 阶 方 阵 4, B, 使 得 

(1) AB=¥BA, 

(11) A¥0, B80, A4B=0, 

(i1li) det (A+B)detA+detB. 

3. 试 求 下 列 各 矩阵 的 莱 积 : 

(D) diag(A,, ,An)?, 


.. cosd sinO\r 
(11) ( ) ， 


一 Sinl cost 
， 1 a 捏 
Ciii) | 让 
0 1 
pF? 
4 1 p 
1 1 | 
(iv) 0 ， 其 中 方 阵 为 交 阶 的 ， 
1 1 
A 


® BO » 


i re 


4， 取 定 色 阶 方 注 


(i 四 重出 Lp 


记 ao 的 代数 余子 式 为 4;j, 1 三 i J 二 7, 作 % 阶 方 阵 


A + Ani 
A*=| : : 
Ain An 


则 4* 称 为 4 的 伴随 方 阵 ， 试 证 : 对 % 阶 方 阵 4, 有 
AA*— A*A=(detA)I™®. 
5， 设 % 阶 方 阵 4 和 到 可 交换 , 即 布 4B 一 B4， 试 证 : 


人 P 人 
(i) (4 十 B)m -S(T NB" 
pop Ek / 


(ii) 4 一 B3 一 (4 一 B)142: 十 4 有 -上 B2)， 

6， 设 4 为 n 阶 上 三 角 方 阵 , 且 对 角 元 素 都 等 于 零 , 试 证 : 4 为 桥 零 方 中 ， 
期 4" 一 0， 

7， 设 41, 4;,，…，A4， 都 是 上 三 角 方 阵 ， 且 对 角 元 素 都 等 于 零 ， 试 证 : 
A1A,…A,—0. 

8， 试 证 ; 与 任 一 多 阶 方 阵 可 交换 的 方 阵 都 是 纯 量 方 阵 ， 即 为 41", 共 
中 为 数 ,为 % 阶 单位 方 阵 ， : 

9， 给 定 8 个 不 同 的 数 4 42 py 4 记 了 ,了 J 了 分别 为 Rl， 92 


ne 辽 单 位 方 阵 ， 记 ;二 1， 试 证 : 和 如 阶 邓 角 方 阵 diag( Aili, "sy A,T,) 
41=1 
可 交换 的 方 阵 必 为 


diag{B,, *…, B,) 
其 中 Bi, … 分别 六 Rs "ss 妆 方 诬 . 


84.2 Binet-Cauchy 公式 
定理 4.2.1 (Binet-Cauchy 公式 ) 设 4 和 B 分 别 为 pxg 
和 g Xx 了 矩阵, 则 有 


es oN 。 


0， 
det 48 =:detd.detB， 


4 


i, < CipE! 


则 | 


da 
> 1 
Gj O71 看 昌 各 


ji1=1 


det AB-== det 


a 
Pyar by 


了 1 一 1 


当 2 一 9 时 ， J 1 72 Uy» Jpc {1,2, “" 


| 4 
det 4B= > 


jj p=1 
了 1 了 2 两 两 不 二 


由 引 理 2. 1.9, 有 


det A4B= >, > 
lai < peep 了 ) 
了 2 


之 ， 之 5 


Sy 2"" } 
7172… 了 pp 


bj .10s,2 机 


Dj 10722 


当 p>4 时 ， 
当 p49 时 ， 
当 p< 之 4g 了 时， 


Se 


Jp 一 ! 


> ao 7 


Jp=1 


CI *"* G1y, 


”" bi,p det 


(pj, 市 种 日 pi, 


,9}， 所 以 行列 式 中 总 有 两 询 相 
同 , 因此 det4B==0. 下 面 设 ?9, 这 时 


dy, G17, 


Dj,p det 


Upj, 让 生硬 Cpy 


Gis ”1 他 17 
“bj,pdet 。 


Q pj, 机 py, 


#423$p 


:12'"jp 


ss 9 -» 


LE re 


Qi, 谭 间 本 411， 
‘by; 1 D129 ii by,p det - 。 


CD ""* api,l 
由 行列 式 之 定义 可 知 
det AB= 2 A(t,) Bly'?). 


1<i ciptyg 
所 以 当 7<g 时 定理 成 立 ， 当 9=p 轩 ， 红 二 1，'…*，iy 二 了?， 于 是 
detAB=detA detB, 证 完 ， 

定理 4.2.2 设 4 和 BB 分 别 为 xg 和 gxs 和 盾 阵 , 则 pxs 短 
阵 C=48 的 7 阶 子 式 


0， 当 了 > 9 时; 
CD) A BO)， 当 ?9 时， 


IE: ee < og 
共 中 1 过 < 人]p，1 所 1 之 之 js. 
证 记 


Ql} ”Ci 的 "bs 
dp! “** dpa ba bos 
出 
& 
amba 机 人 > abes 
ke 
C=AB=— 


g 4 
> ,aprpzl “** > prDrs 
大 一 上 k=]1 
于 是 
4 2 
之 iix6e ”Darnbes, 
LE=1 k=1 
OC (37) = det, | 
9 . 
be 和 之 Grey 
z=1 5 1 


-» IF 8 


/Jas Qi,a\ /bus “Dy, 


{ 
一 dei : : 人 : 
Nai *** Qi.g Das, 机 Day 


由 Binet-Cauchy 公 式 , 便 证 明了 定理 ， 证 完 . 
Binet-Cauchy 公式 中 最 有 用 的 情形 为 ;: 当 4 和 B 都 是 % 阶 方 
阵 的 情形 ， 这 时 有 
det AB= detA.detBb. 


用 这 个 公式 可 以 计算 行列 式 ， 例 如 
例 试 求 % 阶 轮回 方 阵 


Uo Gr ** On-1 


4 dn-l G0 “°° Gn-2 


\ di! GQ» 本 市 生 to 


的 行列 式 . 
解 ” 记 


2rv-1 
n 


2 / . 27 
中 一 C05 一 一 十 一 sin 一 一 一 。 
1 也 


Ha 


作 n 阶 Vandermonde 方 陈 : 


:1 1 1 
1 1 DO 
PV 0 ar 1 oo 


ee 


s 人 = 


和 一 一 1 
> 0 Dao 人 xs) 


k=D0 
n—1 | nl1 
让 ,ee ni—1 3 kn-l1y 
AV = > jar | Yar CD OO 
k=0 k=0 k=0 


[3 
和 一 | 


1 一 1 

| ”一 人 _ 

、 Can | CO ‘00 9 DS aro*™-D) 
k=0 k=0 k=0 


记 
f(2)=aot azt ean er, 
于 是 
nn—1 
f(0) =000 aod tt an Sg. 
kK=0 


因此 
1 (oO ) fo)  … (orD) 
A /1 ) oo) i 2 fo" ) 
Jo ) OO) oo 天 on) 
= diag(f(o ) f(0),*, f(0"-!)). 
双方 取 行 列 式 , 有 


det A det V=det 上 Fo， 
4 -0 
由 于 detV 关 0, 所 以 证 明了 
det A= TT f(07). 
j=0 


习题 4. 2 


J。 试 利用 Laplace 展开 式 来 证 明 : 设 4 和 B 为 n 阶 方 阵 ,T 为 n 阶 弟 
* OF . 


4 0 
dct( ) =detA detB. 
— Bb 
再 用 行列 式 的 性 质 来 证 明 : 
det( 4 " \_det 4B 
一 了 B:' 


从 而 导出 公式 det48= detA detB. 
2， 设 i 过 I, 二 1。， 记 了 阶 方 际 4 的 元 凤 qiypy any4ywy yi 的 代数 余子 式 
分 别 为 Ajsrs Ais, Aye, Ay. 试 证 : 


de {Ai 4st \ ttjitk+] A'! ‘1 C1) +1) 1 + 1 n vdetA 
AN4， 4 大 一 二) BDDC ndetA, 
ik 
计算 .下面 4 阶 行列 式 
上 Oo 0 An 1 80 3SI … Sn-l 
f 
二 下 Hd i 位 D 机 (dn_s 时 由 S 1 SS: Sn 
(1) cet | . (ii) detl ~ ”| 
| . ° : 
ep i wie 人 | 全 Py 本 曲面 
et M82 9 nl vn S2n-? 


1 
后 7 一 > 2 为 个 数 ， 


t=1 

4， 记 4* 为 4 阶 方 阵 4 的 伴随 方 阵 ( 见 习题 4.1 第 4 题 ), 试 证 ; 

(1) detA*— :detA}s ly 

(11) 进一步 在 , 任 取 1 和 i 过 ip 和 T 委 ii 和 1 二 < 
p12 
的 排列 , 试 证 : 

人 4 本 和 和) = (detA) re Oi A (ip in), 

3。 充 4 为 2Xa 实 矩阵 . 试 分 别 由 定义 及 Binet-Cauchy 公式 来 计算 
de A 以 而 推出 Cauchy 不 等 式 ， 设 4 为 2Xn 复 引 阵 , 试 分 别 由 定义 及 
Binet-Cauchy 公式 来 计算 det44 从 而 推出 Cauchy 不 等 式 . 

6， 利 用 Binet-Cauchy 公式 及 Cauchy 不 等 式 , 试 证 ， 对 任 两 pxXr 实 
算 阵 4 和 B, 有 

detAA’ Ce StdetAB')" 

7。 羔 4 为 8Xg 复 集 际 ， 斌 证 : Pp 阶 上 方 阵 44' 的 任 一 主子 式 . 

(A4) 00) 0 1 


2, 斌 证 


det 一 (ZX? 十 ZX2 十 X33 十 24)?. 


9， 设 4 和 8B 为 % 阶 方 阵 ， 试 证 ，4B 和 B4 的 Pp 阶 主子 式 之 和 必 相 等 ， 
1 之 3 万 R。 从 而 证 明 ， 
det (A1™— AB) =det(A1"—BA) 
对 任意 数 4 成立， 特别 det (1 一 4B); =det (I 一 34). 
10， 没 4 和 B 分 别 为 Xm 及 mXn 和 矩阵 ， 记 


c= 0 ) ( 4) 
0 I 至 0 


斌 证: 存在 2 十 丈 阶 方 阵 了 适合 
(1) detPCO= NA"det(A41"—AB), 
(2) detCP= Ardet (AI™— BA). 


租 此 可 挂 出 
Amdet(AI‘ Mm— AB)= Ardet (AT™ — BA). 
$43 逆 方 阵 
定义 z 阶 方 阵 的 迹 为 对 角 元 素 之 和 , 记 作 tr. 即 设 
G11 din 
4 一 : |}, 
Crpl “no 
测 


tr4 王 ai 十 zz 十 十 Cha 
由 定义 可 知 ， 对 任意 的 % 阶 方 阵 4,8 及 数 4, 则 有 
(1) tr(A+B)=trAttrB, 
(ii) tr(44A)=AtrA, 
(iii) tr(4B)=trBA, 
(iv) tr4 一 tr4， 
(v) tr A= (tr4)， 
+ 6 。 


(vi) tr44'==0 当 且 仅 当 A=0. 

定义 ” 设 4 为 % 阶 方 阵 , 1 为 % 阶 单位 方 阵 , 如 果 存 在 4 阶 
方 阵 B, 使 得 

AB= BA=J1, 

则 4 称 为 可 道 方 阵 ， 否 则 称 为 不 可 道 方 阵 ， 当 4 为 可 北方 阵 册 ， 
B 可 改 记 为 4 称 为 4 的 道 方 阵 . 

定义 ” 设 4 为 n 阶 方 了 泗 ， 则 当 det4=0 时 4 称 为 奇异 方 阵 ; 
当 det4 考 0 时 4 称 为 非 异 方 阵 . 

定理 4.3.1 nn 阶 方 阵 4 可逆 当 且 仅 当 非 异 ， 且 可 逆 方 阵 的 
逆 方 阵 唯一 存在 , 它 是 | 

A*i= (det A)~'iA*, 

其 中 4* 为 4 的 伴随 方 阵 . 

证 由 Laplace 展开 定理 可 知 

AA*= A*A= (det A)I. 
所 以 车 detA 关 0, 今 B=(det4)-'4* 便 有 4B=BA=J. 反 之 ， 若 
存在 B 使 得 4B=84A=J, 则 detA detB 二 1， 这 证 明 了 det4 尖 0， 
最 后 证 唯 一 性 . 今 丰 有 4C=C4= 其 中 C 为 2 阶 方 阵 ， 取 
B= (det A)” 4*， 则 | 
B=B(AC)= (BA)C=1.C=0. 

这 证 明了 C=B, 即 4 的 逆 方 阵 唯 一 。 证 完 . 

由 定义 可 知 ， 着 方 阵 有 如 下 性 质 : 设 4 和 了 都 是 # 阶 可 逆 方 
阵 , 4 为 非 零 常数 , 则 有 

(1) (4-) =4, 

(2) (4B)-'==B-'4-!， 特 别 (44)-!=4-14-!, 

(3) (4') =(47),, 

(人 (A)-!=(47). 

利用 道 方 阵 还 可 以 给 出 Cramer 法 则 一 个 简 单 证 明 ， 首 先 ， 


s YF « 


利用 矩阵 业 法 可 将 线性 方程 组 写成 简单 的 形式 , 记 


G11 *"" go tt ON 
A= : r=| : p=| : 
» 上 

Qn1 Cnn 之 到 bn 
于 契 线 性 方程 组 

a QnrTn = O01, 

De 

(aa, -GnnTn 一 Dr 
可 改写 为 

47z 一 有 


受 det4 关 0, 则 有 解 
r= (A-'A)x=A-i(Ax) 一 4-10. 


用 于 4 一 (det4) 4 于 是 一 


ti jaev 2 一 12，…… 多 
了 一 1 


这 联 是 定理 2. 5.1 的 结论 . 
最 后 ,我们 介绍 矩阵 计算 中 的 最 基本 技巧 一 一 打 洞 . 
议 4 为 nxm 和 容 际 ， 将 它 分 成 四 块 为 
B‘”) Or.m-7) 


于 是 当 detB 天 0 时 有 Schur 公式 


( 1" 人 5)-(o C 
DB” NO 5—DB-'C 


(, oy °) (2 0 : 
D EMO 1 /AND EDB-'C) 


洒 洞 技 七 ， 可 以 将 高 阶 行 列 式 的 计算 化 为 很 阶 行 列 式 的 
计算 . 


» 98 。 


定理 4.3.2 设 4 为 n 阶 方 途 , 按 照 7,n 一 ?7 行 、 列 作 分 决 ， 


记 作 
B CC 
4=( ) 
‘PD EJ 


这 detB 关 0, 则 有 
/8B ”=( 7 0 jo 0 X 7 
AD 用/ \pB-: 7 人 0 EDpB-CNo 1 
所 以 有 
detA=detB det(B8— DB-'O). 
因此 当 4 及 B 都 可 族 时 ,8 一 DB87'C 也 可 地 且 


_/7 ~B"'C YB 0 v1 ,) 
=-(, I 人 (8B— DB-'C)-'/\ DB- 1). 

下 面 给 出 为 一 种 矩阵 技巧 , 即 所 谓 摄 动 法 . 

例 将 22 阶 方 阵 4 按 2 和 2 行列 分 块 为 
4=() 站 
六 Ej: 

则 当 BC=CB 时 有 
detA=:det (EB--DC). 

证 引进 实 参 数 t， 记 B, 二 11 二 8 于 是 detB, 一 det(t1-+B) 
为 的 % 次 多项式, 痛 项 系数 为 1， 内 此 它 至 多 有 % 个 不 同根 ,十 
是 存在 序列 i,t;,… 使 得 它们 都 不 是 detB, 之 根 , 且 有 tj;->0， 泛 
虑 22 阶 方 阵 : 


由 B=t14+B 及 BC=0B 可 知 B.C=CB,. 取 t= 纪 y, 则 有 detB, 关 


oY . 


0, 于 是 有 0Bi!= Br10， 而 由 定理 4. 3. 2， 
detA,, ~detB, det(E—DBrC) 
=detB, det (8 —DCBr7,) =det(Ek— DOB )B, 
=det(EB,,—DC)=det (BB— DC+4B). 
两 边关 于 ty 都 是 多 项 式 , 取 芒 一 0 便 证 明了 
detA=det(EB— DDO). 


证 完 ， 


习题 4. 3 


1 试 举 -一例 说 明 : 存在 za 阶 可 逆 方 阵 4, 8， 使 得 4 十 B 也 可 迹 ， 但 是 
(4 十 B) -1 尖 471 十 召开 

2， 试 证 : 不 在 在 7% 阶 方 阵 4,B, 使 得 4 一 [十 B4, 其 中 工 为 单位 方 阵 . 

3， 设 4 为 数 ,4, 互 为 2Xl 垂 阵 , 试 证 : 

det(y 一 44B) ==1 一 4B4. 

什么 时 候 1 一 A44B 有着, 逆 是 什么 ? 

4. 设 4 阶 方 阵 

-( 7 ) 


有 det(1 一 P) 关 0, 式 证 : 

.APm (P™— —1)! 

4 人 Pan 一 站 (已 一 站) ”) 0 12 
0 7 

站 detPA0, 斌 证， 上 上 式 对 m= 一 1， 一 4 … 也 对 . 
异 , 且 

(7 一 4) 一 十 4 十 42 十 … 十 4 1 

6、 试 求 吕 阶 VWandermonde 方 阵 (Lao an 的 道 方 阵 ， 其 中 


27 一 -一 . LT 2 -1 ， 、 
w=c0s + Vlsin 一 6Xp "  , 奋 求 n 阶 方 阵 4 的 逆 方 阵 , 这 里 


了 (7) Pir,n™r) 
(oo Tin-r) ) 


sp JO0 * 


1 ] 1 “ 1 
] ao CO ee \ 
V ， : : : | 
] rt ca-D oo 
又 7 一 @P 可逆. 
7. 设 4 和 B 分 别 为 rzXm 及 mxXxn 什 陈 , 试 证 ， I 一 4B 韭 寞 当 且 仪 装 
7 一 BA 韭 异 ， 试 用 4,B 及 1 一 4B 的 赣 方 阵 来 表达 7 一 2B4 的 逆 方 隆 ， 
8. 设 4 和 B 为 % 阶 方 阵 , 4*,B*, (4B)* 分 别 为 4,B，48B 的 伴随 方 阵 、 
试 证 ; 
(AB)* =B*A*. 
9。 试 证 ;% 十 mw 阶 方 阵 
Bin,m) in) 
( 0 Am,n) ) 
韭 异 当 且 仅 当 4 阶 方 阵 4B 可 阔 . 
§ 4. 4 “初等 变换 和 矩阵 的 相抵 
下 面 给 出 三 类 zw 阶 非 异 方 阵 ,统称 为 初等 方 阵 、” 它 们 十 


I- 0 0 0 0 ， 


0 0 0 1 0 
Pn=| 0 0 1- 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 0 0 819 1/ 


一 > BitBhret Br, 1<Ii<hen 


称 为 置换 方 阵 , 或 称 为 第 一 类 初等 方 阵 . 
一 般 , 一 批 置 换 方 阵 的 乘积 也 称 为 置换 方 阵 . 
176G-0 0 0 
Pj(a)=| 0 a 0 
0 #0 J 


= >, Etab,, 1 < jGA0 


7 天 3 


DO 。 


称 为 第 二 类 初等 方 阵 ， 又 


Zi 0 0 0 0 
| 1 0 A 0 
PP; (A) 一 | QO 1-i~!) 0 0 


0 
0 
名 0 0 1 0 
0 0 0 0 In-*) 
一 Bi tAB;,,, 1<, jt<n, jk 

称 为 第 三 类 初等 方 阵 . 

显然 有 

Pjs=P;r=Py, P, (a) "=Py(a ’), Py(a)' = Py(a), 

Py -=Pn(—A), Pi 一 Per 

所 以 它们 都 是 非 蜡 方 阵 , 且 初 等 方 阵 之 逆 方 阵 仍 为 初等 方 阵 . 

由 直接 计算 不 难 证 明 : 给 定 nxm 矩阵 4, 则 有 

(1) 将 4 的 第 j 行 ( 列 ) 与 第 t 行 ( 列 ) 互 换 ， 笑 于 矩阵 Py2 4 
(A4P;W )， 这 称 为 对 和 矩阵 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 一 类 初等 变换 ; 

(2) 将 4 的 第 j 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 a, 等 于 矩阵 Py(a) 4 
(4P;(a)"), 这 称 为 对 什 阵 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 二 类 初等 变换 ; 

(3) 将 4 的 第 下行 (第 了 列 ) 遍 和 滋 以 1， 再 加 到 第 J 行 (第 4 
列 ) 上 , 而 第 行 (第 j 列 ) 不 改变 ， 等 于 和 扼 阵 Piz (4)64 
(4Pxs(N)e)， 这 称 为 对 矩阵 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 三 类 初等 变换 ， 
三 类 初等 变换 统称 为 初等 变换 . 

引 理 4.4.1 任 给 #2x 和 矩阵 4, 则 存在 一 系列 初等 变换 ， 它 
们 将 4 变 为 4*x”m 和 矩阵 


(7) Om-?) 
/1,= OQ- ?7) Om-7,m-—") . 


用 式 子 表 出 ， 即 存 在 s+t 个 初等 方 阵 P,, P,, OO "py 


°° 102 * 


9 使 得 | 
PP "PAO.Q2Q ,= A,. 
证 设 4=0, 则 不 必 证 明 ， 设 4 关 0， 则 存 迹 49w 关 0， 将 党 多 
行 和 第 工行 互 换 ( 如 果 2 =]1, 不 用 换 )， 再 将 第 > 列 和 第 1 列 互 换 
(如 果 "=1 也 不 用 换 )， 于 是 4 变 成 
p=-(™ ,) 
* A, 
这 就 相当 于 无 妨 设 wj: 天 0， 这 时 将 4 的 第 1 行 遍 乘 以 cm， 这 占 根 
当 于 无 妨 设 411 一 1, 时 有 


1 Ql2 dim 
fz} Oso 1°' tam 
= 六 让 咏 ” 


nl Cn2 "** gu 
将 4 的 第 工行 遍 乘 以 一 ai 再 加 到 第 ] 行 上 ,2 委 ) 委 02 再 将 第 1 列 
过 村 以 一 a1x 再 加 到 第 衣 列 上 ，2 委 4 过 ， 便 得 到 zx m 矩阵 


1 )) 


ANO 2, 
显然 对 B, 作 初 等 变换 等 于 对 B 作 初等 变换 ， 由 归纳 法 便 证 明了 
引 理 ， 证 完 . 
作为 推论 有 


定 深 和 4 和】 2 汶 非 型 方 阵 为 有 限 个 2 阶 初等 方 阵 的 乘积 . 
证 设 和 4 为 〖 阶 非 异 方 阵 , 即 有 det 4 关 0、 由 引 理 4. 4. 1 所 
”拟人 存在 韧 等 方 阵 让,…,P 了 ,1，…, 扩 ,使 得 
PP A002! 1 ) 
NOC mm 0 人 一人 
.双方 取 行 列 居 ,关于 左边 不 等 村 零 , 不 以 7 一 的 即 有 
A=Pi'…P,"Q7 07. 


了 和 3 -= 


由 十 初等 方 阵 的 逆 方 阵 仍 为 初等 方 阵 ”这 证 明了 定理 .证 完 ， 

定义 nxm 和 矩阵 4 及 B 称 为 相抵 的 , 如果 存 在 2 阶 非 异 方 降 
P 及 m 有 阶 非 异 方 阵 9, 使 得 

B=PAQ. 

引 理 4.4.2 相抵 关系 为 等 价 关 系 ( 见 附录 2 )， 

汪 显然 4 二 7 mA7™, 即 4 和 4 和 相抵 ,这 证 明了 反 身 性 ， 再 
若 8 二 P40, 由 于 detPdetQ 关 0, 所 以 4=P-1BQ-!, 即 基 4 和 B 相 
抵 , 则 BB 和 4 相抵 ,这 证 明了 对 称 性 . 最 后 ,各 B 二 P48Q, C= P88'， 
其 中 P,P, 为 % 阶 非 异 方 渐 ，8@，8i 为 m 阶 非 异 方 了 泗 ， 于 是 C= 
P,(PAQ)Q1 一 (P1.P)4(Q8Q1)， 这 证 明了 4 和 CC 相抵 ， 名 证 明了 传 
递 性 ， 证 完 . 

定理 4.4.2 任 给 nxm 算 阵 4， 则 唯一 存在 非 人 负 蔓 数 7， 


To 0 : 
使 得 4 和 标 准 形 4=(。 ,和 的 所 以 4; 称 为 矩阵 在 相抵 


下 的 标准 形 , 数 7 为 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 ，( 见 附录 2). 

证 ”由 定理 4.4.1 及 引 理 4.4.1 便 证 明了 存在 性 下面 证 上 唯 
一 性 ， 即 证 明 ， 如 果 存 在 % 阶 非 异 方 隆 了 ，P, 及 m 阶 非 异 方 阵 
,1, 使 得 


pp_f72 0 I‘» 0 
y ( )) 0 ( ,) 


那 来 s 一 7 事实 上 ， 今 


Tr) 0 _ , 了 (sa)》 0 
A=P 0 0 区 = Pi 0 0 i's 


pp I®Y ON /1® oO 
‘lo oo oo Yi. 


将 工 阶 非 异 方 阵 PPi 按 前 7 行 ,前 8 列 分 成 四 块 ,将 m 阶 非 异 方 


。 704 。 


阵 @ 81 按 前 了 行 , 前 s 列 分 成 四 块 . 记 作 
Pp 《FT,3) Pp FR) 
PP7!i— 11 12 
Po ™’®) Po” "m3) 3 


9-10,= Qi ™) O12 
1 ， Qo ms) Qa "m8) . 


Pi 0 Qi: V1 
生日 -- 
1 大 加 ,) 4 0 ) 
因此 CI 一 人 0 一 UP 一 0 即 


PP p ) 0-'0,.=(0 ? ) 
0 P22 f° Ms: 《as /. 


由于 PP I，98-19; 非 异 ， 所 以 将 它 的 行列 式 按 前 > 行 (4s 列 ) 作 
Laplace 展开 , 便 证 明了 ”之 8(s 之 中, 所 以 证 明了 s==7, 定理 证 元. 
注意 ; 定理 4. 4.1 也 给 出 了 一 种 计算 非 异 方 阵 的 道 方 阵 的 办 
法 .事实 上 ,由 于 存在 初等 方 阵 Ri, Rs,…, ,有 
RR,_1%RiA=1, A-!=RR,_,R, 
所 以 远虑 nx2n 算 阵 (4, 了 站, 则 有 
RR 1*%R(A, 7) = (1, A-). 
即将 对 4 施行 一 系列 行 的 初等 变换 施行 在 矩阵 (4, 7) 上 ， 使 得 4 
变 为 7， 于 是 单位 方 阵 了 变 为 4 . 
下 面 引进 矩阵 的 一 个 重要 概念 : 秩 的 概念 ， 
定义 nxm 非 零 算 阵 4 的 所 有 子 式 中 必 有 一 个 阶 数 最 大 的 
非 零 子 式 ， 其 阶 数 称 为 矩阵 4 的 秩 ， 记 作 rank(4)，nxm 零 矩 
其 0 的 秩 定 义 为 零 . 
由 定义 有 
引 理 4.4.3 2Xx 和 年 阵 4 的 秩 有 
(ij ) OtO<rank(A)<min(n, m); 
(ii) rank(44) 一 rank(4),Y 数 14 天 0 
。 7705 。， 


(iii) rank(A’)=rank(A); 

(iV) rank(4)=rank(A). 

定义 nxm 算 阵 4 称 为 满 牧 的 , 如果 

rank(A)=min(m,n). 
到 然 有 
定理 4.4.3 7 阶 方 阵 4 非 腊 妆 且 仪 当 可 逆 , 妆 且 仅 当 满 秩 ， 
由 对 2% 阶 方 阵 , 非 异 可逆 , 满 筷 是 互相 等 价 的 概念 ， 

下 面 给 出 秩 的 又 一 个 等 价 定义 

定理 4.4.4 nxm 第 阵 生 的 铁 为 7 当 且 仅 当 在 4 中 有 一 个 
7 阶 子 式 不 等 于 零 , 且 所 有 7 士 工 阶 子 式 都 等 于 零 ， 

证 只 证 明 4 有 一 个 了 7 阶 子 并 不 六 于 零 ， 且 所 有 7 十 1 阶 子 
式 都 符 于 零 , 则 4 的 秩 为 >， 则 4 的 任 一 > 十 8&(4>>1) 阶 子 式 都 等 
于 零 . 搓 际 上 ， 设 妃 为 是 的 7 二 88 全 1 阶 子 方 阵 ， 将 号 按 前 7 上 
行 作 Laplace 展开 .让 条 件 便 证 明了 aet8=0. 证 完 . 

定理 4.4.3 设 4 为 1XxM 征 阵 ， 瑟 为 了 xd 第 阵 ，CQ 六 X9 
垂 许 ， 则 有 

cankd 人 Drank {4 3;) —rank(A)++rank(B). 
0 BB. AD 8B 

证 设 *=rank(4)，s=rank(8).， 于 是 4 中 存在 ”> 阶 子 矩 

阵 4 妃 中 存在 s 阶 子 和 矩阵 Bo， 使 得 det4o 关 0，detBo 天 0， 从 而 


(9。 8 有 ?+s 阶 子 香 阵 (2”。 二 是， 由 Laplace 展开 定 
0 8B z 1 + 0 Bo | : 


和 


A, Co 


理 可 知 ( 4 《 :( 
可 知 ( ) 有 ?+ 阶 子 抵 隆 (。 避 


诽 异 这 证 明了 
4 C 
rank (: 万 prant (A)+rank (28), 


/4 ON z 
rankd :=rank(tA) -rank(B). 
\0 BJ/ 


。0106。 


所 以 问题 化 为 证 rank 
(0 )<rant (A) +rank{(B). 


0 


由 定理 4. 4. 4， 考 志 (7 5 的 任 一 Tr 十 8 十 1 阶 子 方 阵 ; 它 必 形 妈 


x 
0 8B 
其 中 4 为 2 Xi 矩阵 ,如 为 px9; 矩阵， 而 
Ni 十 Di 二 M1 十 91 二 ?十 8 十 1. 

下 面 证 明 det ==0， 用 反 证 法 , 设 大 不然 , 即 det 民 和 关 606， 由 Lapla- 
ce 展开 式 可 证 一 m91 二 91， 且 det 下 二 detAidetB，， 但 是 由 
NN 十 D1 二 7 十 8 一 1 可知 宇 ?十 1 或 者 起 宇 8 十 1， 当 nn. 宇 7 十 1， 巾 
rank (4) 一 7 可知 det4, 二 0; 当 jp 守 8 十 1， 出 rank (8 -3 人 
detB, 二 0， 总 之 ;证 明了 det 卫 二 0， 这 导出 子 盾 ,i 

定理 4.4.6 设 4 为 hxm 算 阵 , B 为 mx7 类 阵 , 则 有 

rank (AB)<min(rank (A), rank (B)). 

证 记 rank (4B) 一 +， 任 取 48B 的 + 阶 子 式 ， 由 Binet- 
Cauchy 公式 可 知 ， 
(4B) (i777) = Aiisi Betr). 


lk ck ,Mm 


今 rank (48B) = =7， 所 内 存在 一 个 7 阶 子 式 不 等 于 堆 ， 设 六 


?22 二 
dB j j) ")z0, 则 在 在 1 之, 过 …< 之 k, 达 m, 使 得 
]y2 * Jr 


fi i Rik, ee Rs 
A( ! 2 ry pl : ,)#0. 
下 
于 是 rank(4) 过 rn Trank(B).:7, 这 证 明了 定理 . 评 完 . 
定理 4.4.7 设 生 为 2 关公 算 陈 , 忆 为 下 阶 非 界 方 孟 ， 


。747。 


0 为 m 
阶 坦 : 脏 方 阵 , 则 有 
rank (PA)—rank(A0)=rank(A) 
证 由 定理 4.4.6， 
rank (PA)<min(rank(P) ,rank (A)) 
-1nin(n,ranx (A)) =--rank (4A), 
由 此 可 知 rank (4)==rank(P-i(PA)) 达 rank (PA)， 这 证 明了 
rank (PA) =rank(A), Fs 
rank (AQ)=rank(0'A)=rank(A)=rank(4A). 
所 以 证 明了 定理 ， 证 先 . 
定理 4.4.8 设 4 为 kxm 和 矩 隆 , B 为 mxp 秆 阵 , 则 有 
rank (A) +rank(B)<rank(AB) 十 m。 
证 由 定理 4. 4.5, 有 


Lm 


A 0 A 0 
rankt p ) 宇 rank( ) Bp )=rankA-t+ rankB.- 


1 -4VYV4 0 0 —AB 
而 }=\ jo 
0 Tm™) ， Zn) BB. Tem 万 i 


所 以 
I™ 一 4V4 0VI™ -BY /0 MY 
0 ImAI™ BN\OoO 1 六 To BADo 
/0 48) 
Me 0 
0 ABY 6 人 (4 0 
Tm) 0 八 -I 0 LA 0 jn) 


由 定理 4. 4.7， 


六 


区 4 nk AB 0 
rankA+rankB<rank( jam 了 一 ran ( 0 Im- 


se。 I08 « 


一 TanK(4B) 十 入， 
证 完 


这 个 定理 给 出 了 一 种 重要 的 矩阵 技巧 ， 用 来 计算 有 关 各 种 矩 
阵 的 秩 的 不 等 式 . 

最 后 , 我 们 将 定理 4.4.1 改写 为 

定理 4 和 9 2x 久 年 阵 4 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 为 4 的 秩 


7 0 
Tank(A) 一 7， 而 标准 形 为 。 中 


习题 4. 4 


1， 试 证 : ” 阶 方 阵 4 不 可 逆 ， 即 det4 二 0 当 且 仅 当 存在 n 阶 非 零 方 阵 
.8,C 使 得 4B=0,04 =0. 


2， 试 证 : 若 约定 只 人 允许 对 2X 和 名 和 矩阵 4 的 行 作 初等 变换 , 对 4 的 列 作 第 
tr) B : 
一 类 初 寄 变 换 , 则 可 将 4 化 为 0 0 ) 共 中 r=r2ank(4A). 


3， 试 用 相抵 下 的 标准 形 来 证 明 : 任 取 nnXm 矩阵 4,B, 则 有 
4mdet(47) 一 4B') 一 hrdet(A7m) 一 BA4)， 
4， 给 定 24X 纪 矩阵 4, 试 求 与 4 适合 关系 4'B 二 B'h 的 所 有 nnXwn 矩阵 


5。 设 4 和 8B 都 是 23X 和 un 生 阵 , 试 证 ， 
rank (A+B)<<rank(4)+rank(B), 
rank(AA’) =rank(A’A)= rank(A), 
6， 议 有 态 为 nXm 矩阵 , 为 mXP 算 了 泗 ， 设 
m=rank(AB). 
Tank(4) 一 Tank( 卫 ) 一 位 。 
7，(1) 4 为 s 阶 天 等 方 阵 , 即 4 一 4 当 且 仅 当 
rank(A)+rank (I —A)=n, 
(11) 4 为 4 阶 对 合 方 阵 , 即 42 二 1 当 且 仅 当 
rank(1i+A)+rank (I—A)=n. 


ee 109 。 


8， 试 证 : nXm 短 阵 4 的 牧 等 于 1 当 且 仅 当 存在 nX1 非 老生 和 阵 C 及 
mX 1 非 稚 矩阵 B, 使 得 < = 
9， 设 % 阶 方 阵 4 中 任 取 8 行 构成 的 sX# 矩阵 为 B, 则 有 
rank(B) 守 >rank (A) 二 8—7. 


10， 设 4Xp 算 阵 4= (7 站) 其 中 五 为 了 > 阶 子 矩 阵 ， 且 rank(B) 一 
r， 试 证 ，rankt4) 一 7 当 且 仅 当 =DB-10， : 
i1i1、 设 4 为 % 阶 方 了 泗 ， 其 中 至 少 有 一 n 十 1 个 元 素 为 等 ， 试 证 : 
rank. 4) <<n， 这 时 最 大 可 能 的 秩 是 多 少 ? 
2. 设 自然 数 7 宇 2， 且 4 为 nn 阶 方 了 泗 ， 记 4* 为 4 的 伴随 方 隆 、 试 证 ; 
(1) rank(A)=n 当 且 仪 当 rank (A*) 一 1; 
(i 》rank(4A) 一 1 一 1 当 卫 仅 当 rank(4*)==1; 
(ii rank(4) 过 nn 一 1 当 且 仅 当 fank({4*)=0.， 
由 紫 可 见 , % 阶 方 阵 的 伴随 方 阵 的 秩 只 有 0, 1,% 之 一 ， 
(1IV) (A*)*= (detA)" 24. 
13. 设 4 和 和 B 都 是 % 阶 方 阵 ; 则 nxX2n 和 给 阵 (4,B) 有 
rank((4,B))<rank(A)+rank(B). 
14， 试 证 : 自 为 + 的 14X 抽 算 阵 必 为 ?个 秩 为 1 的 4X 黄 失 阵 之 和 . 
15， 设 4 和 B 都 是 % 阶 方 了 泗 ， 且 有 rank(4) 十 rank(B) 二 wn、 试 求 估 人 隆 
方程 : 4XB8 ==0 的 通 解 ， 
16. 设 41,4,,…,4z 为 p 个 % 阶 方 阵 , 试 证 : 


办 
> rank(A,)<n(p—1)+rank( AA,...49), 


i=1 
显 证 等 式 可 以 达到 , 

17， 设 4, 了 ,0O 分 别 为 2X1， mxX2z， ax 和 拭 阵 ， 且 .48 一 0，4C 一 0， 
rankiA4})++rank(B) 一 ?32。， 试 证 :存在 pxXg 征 阵 玫 ， 使 得 C = 了 D， 且 证 唯一 
在 在 DD 的 必要 且 充 分 条 件 为 rank(B) = 

18，Frobenious 不 等 式 . 设 4, B,C 分 别 为 nXm,mx7p,7Xg 矩阵 , 试 . 
tr: 

rank{AB)-+-rank(BO)<rank‘B}-Hrank (ABC), 
月 比 式 来 十; 
rank(A)-trank Bm+rankc( AB;, 


* I). 


及 当 rank (AB) 一 ranx(B) 时 有 rank(BC0)=rank (ABO). 
19， 设 4 为 % 阶 方 阵 ,是 设 存在 自然 数 入 ,使 得 
rank (A*)=rank(AY+!)., 
试 证 : 
rank(A”)—rank( A ~=rank (AN+2) =— .0 


se。 TI。 
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第 五 章 ”线性 方程 组 理论 


$9. 1 非 齐 次 线性 方程 组 


定义 MA 个 未 知 数 wily was "gy wms 2 个 方程 的 线性 方程 组 
| -dn Tn 1 


Gnidi1 十 一 dnmtm™ fn 
决定 了 nxm 和 矩阵 4,nx1 算 阵 a,nx(m 十 1) 什 隆 4，m x1 和 从 阵 
z, 它们 分 别 定 义 为 


iy *** Hi CA 沙 1 

4=| : «= :| A= (4A,%), z=|: 
和 » 

(nl **" Qnm! ni mn 


分 别称 为 系数 矩阵 , 常 向 量 , 增 广 和 矩阵 , 变 向 量 . 这 时 线性 方程 组 可 
简洁 地 写 为 
Ar=a, 
定义 ”给 定 n 个 未 知 数 , 2 个 方程 的 线性 方程 组 


AX=0, 


£0) 
六 人 0) 二 = . 
£0) 


称 为 线性 方程 组 4z=a 的 解 ,如 果 4z(0 一 w， 
线性 方程 组 理论 就 是 求 出 所 有 解 ( 称 为 通 解 ) 的 理论 ,这 包 合 
了 给 出 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 . 


于 了 2 


;XX 1 逢 上 孟 


定义 ”给 定 m 个 未 知 数 zy za pym 1 个 方程 构成 的 线性 方 
程 组 4x=a, 再 给 吓人 个 未 知 数 g， gag 2 个 方程 构成 的 线性 
方程 组 4)y 二 ao. 线性 方程 组 47=x5 和 40y =ao 称 为 等 价 的 , 如 果 存 
在 1 2……? 的 排列 记 i2…in， 使 得 令 Yi Yi,, ) 二 1,2,…, Mm 后 ， 
47 王 a 的 解 必 为 409y 二 ao 的 解 ; 反 之 , 408 二 wo 的 解 , 必 为 47 二 a 的 解 . 

上 面 定义 告诉 我 们 ， 如 果 对 系数 矩阵 4 的 列 作 第 一 类 初等 变 
换 , 变 成 B, 则 线性 方程 组 By 一 a 和 4z=a 等 价 . 一 般 有 

5l 理 5.1.1 给 定 线性 方程 组 Az==a. 对 系数 矩阵 4 的 列 作 第 
一 类 初等 变换 ,对 增 广 和 矩阵 4= (4,a) 的 行 作 第 一 ,二 ,三 类 初等 变 
换 ， 经 过 这 一 系列 初等 变换 后 线性 方程 组 变 为 4oz=a， 则 和 它 和 
原来 线性 方程 组 4 二 a 等 价 . 

证 记 m 个 未 知 数 z1,7X2，…, Xm 个 方程 构成 的 线性 方程 组 
为 47 二 a. nw 个 方程 可 记 作 15 Ls,…，Ls， 对 系数 矩阵 4 的 列 作 第 
一 类 初等 变换 ,显然 使 所 得 方程 组 与 原 方程 组 等 价 ， 增 广 和 矩阵 4= 
(4,%) 的 行 作 第 一 类 初等 变换 ,就 是 将 方程 1172,…,L 变 成 [1*…， 
1 Lj，…, brs 了 <k， 这 时 通 解 相同 ; 对 4 的 行 作 第 二 类 初等 变 
换 , 就 是 将 方程 1，… 77， 中 某 个 方程 2; 这 乘 非 零 第 数 4， 这 时 
通 解 也 相同 ; 对 了 的 行 作 第 三 类 初等 变换 ,就 是 将 方程 1 1a，…: 
ls 变 为 方程 2 2 十 Co ;Ls 其 中 4 为 币 数 , 这 峙 通 解 
也 相同 ， 证 完 . 

于 第 有 

定理 5.1.1 (Gauss 消去 法 ) 线性 方程 组 4z=a 等 价 于 下 述 
形式 之 线性 方程 组 Bzx== pb, 其 中 
bls brs *** bis 


B'?) B p so p 
B=( 11 ) B,,= 机 2 
0 0 : 1] : 上 


0 0 .… by 
。113 。 


b.1b22°"*bsp A 0. 

证 ”只 需 对 增 广 扼 阵 4= (4,Q) 的 行 作 和 初等 变换 , 对 系数 矩阵 
生 的 列 作 第 一 类 初等 变换 , 便 不 难 证 明定 理 ， 证 完 ， 

定理 5. 1.2 (线性 方程 组 的 相 容 性 定理 ) 线性 方程 组 4z=g 有 
解 的 必要 且 充 分 条 件 为 系数 矩阵 4 的 秩 等 于 增 广 矩阵 4= (4,a) 
的 秩 ， 当 有 和 解 时 , 解 依赖 于 wx-rank (4) 个 独立 参数 .特别 , 当 m= 
rank (4) 时 解 唯一 存在 , 其 中 mm 为 独立 自 变量 的 个 数 . 

证 ”由 定理 5. 1. 1， 线 性 方程 组 4z =e 等 价 于 线性 方程 组 
B2z= 甩 , 花 中 


ip 
Fi 1; \ bi11022°""DppA 0, 
| \ ppp 
于 是 rank(B) 二 7. 由 于 B 为 由 4 经 过 行 的 急 竺 慨 换 及 列 的 第 一 类 
急 学 变换 得 到 ,所 以 秩 不 改变 , 即 有 
T2rKE(4) 一 2 


态 一 方面 ， 将 及 按 抽 了 行 分 块 为 p-(o 


8 ) 将 xz 按 前 卫 行 分 块 为 


, 
| 于 是 Bz 王 及 可 写 为 
亿 


Bi Bis\ 化 /hi 

( 0 4 人 (9 
此 即 

Biut+Bizv—=pP1, ps=0. 

所 以 由 detB 一 Dip0s pppp 天 0 可 知 

u= Biifi—BiiBisw, f=0. 
这 证 明了 线性 方程 组 4z=a 有 解 ( 即 线性 方程 组 Bz= 忆 有 解 ) 当 
是 仅 当 Bs 二 0, 此 即 增 广 甜 隆 


。 1 1 了 。 


/Bi Bis 网 
Bp 


之 秩 为 p， 由 于 增 广 矩阵 (4, & ) 对 行 作 初等 变换 ,再 对 总 的 列 作 
第 一 类 初等 变换 变 成 (了 3, 6 ), 所 以 秩 不 改变 ， 因 此 4z=x 有 解 当 
且 仅 当 rank(4)= 二 p=rank((A,«)). 这 证 明了 二 一 个 断 襄 ， 

当 有 解 时 , 即 D=0 时 , 通 解 为 zx=Bilp 一 Bi1Bia2， 其 中 
为 任意 的 mm 一 了 二 m 一 rank (4) 行 工 列 年 阵 ， 即 通 解 依赖 于 有 丈 一 
rank(4) 个 独立 参数 , 证 完 . 


习题 5. 1 
1 设 2 阶 实 方 阵 


Li 
适合 条 件 aiy 之 0, 1&i,jn， 这 jaw!，1 人 in 试 证 ; 方 阵 1 一 4 非 
1=1 


异 , 且 (7 一 4)“! 中 每 个 元 素 非 负 . 
2， 求 下 面 飞 个 术 知 数 mp 1 委 27 委 2 的 线性 方程 组 的 通 解 ， 方 程 组 为 


OUG1X 和 一 QHG8T 一 0 7 7 k,l=1,2,..,n. 
得 ‘A 
3， 试 证 :线性 方程 组 4z 一 a 有 解 的 充分 条 件 为 抵 陈 {  ，“ ) 和 抵 阵 4 


的 秩 相等 ， 它 是 不 是 必要 条 件 , 为什么? 

4， 设 4 和 B 分 别 为 hnXm,nXF 算 了 泗 ， 玉 为 由 m2 个 独立 未 知 数 构 成 的 
mxXp 和 窍 阵 ， 试 证 ， 秆 阵 方程 4X=B 有 和 解 的 必要 且 充 分 条 件 为 rank(4)= 
rank((4,B))， 什 么 时 候 解 唯 … 看 在? : 

5。、 试 证 : 如 果 区 阶 方 阵 


了 。 


re 


我 
有 219jj> 3 assl,i 一 1,2,…,n, 则 detA 尖 0, 这 时 线性 方程 组 4z 一 a 的 
j=1 
解 唯一 存在 . 
6， 试 证 线性 方程 组 
QT1 二 :十 Qnrm =41, 
一 
有 解 的 必要 且 充 分 条 件 为 对 任意 % 个 数 y,92，…;9r9 只 要 >》 yy044 二 0, 1 二 
3=1 
1,2，，…, nm, 便 有 D> gb;=0. 


了 =1 


§ 3.2 齐 次 线性 方程 组 


在 这 一 节 考 虑 mn 个 未 知 数 zi za zw %w 个 方程 构成 的 齐 次 

线性 方程 组 
Az=0,， 

这 里 4 为 2x 和 矩阵， 显然 z=0 为 它 的 解 . 所 以 对 这 类 线性 方程 
组 要 考虑 什么 时 候 只 有 和 零 解 ,什么 时 候 有 非 零 解 ?又 通 解 如 何 ? 

定理 5.2.1( 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 ) mx 个 未 知 数 
2 XY2，… Xm 的 齐 次 线性 方程 组 4z=0 奋 有 rank(4) 王 xm 则 只 有 
唯一 的 解 z=0; 若 有 2p 二 rark(4) 二 m, 则 有 无 穷 多 个 解 ， 它 依赖 
于 m 一 rank(4) 二 m 一 了 个 独 了 江 参 数 tpt1,…, in, 使 得 通 解 为 

t=tpriBprt tt tnBn, 

其 中 Boi1,…，Bm 为 由 和 4 确定 的 m 一 p 个 mx1 入 阵 ， 转 别 ，z= 
ppt+1，"…,X 二 Bm 都 是 齐 次 线性 方程 组 4z=0 的 解 , 称 为 基础 解 系 . 

证 用 定理 3.1.2 于 方 次 线性 方程 组 47 二 0, 妈 g=0， 于 是 
上 =0. 因此 4x=0 之 通 解 为 4 = 一 B11B12v, 而 


(*) i 
0, ( DV 。 


4 了 160。 


记 (m 一 7) x1 算 阵 
4 一 > t je;, 


其 中 @j 为 Gn 一 J) x1 耸 阵 ,其 中 第 了 一 了 7 行 元 过 为 1， 其 余 元 之 为 
零 ， 代 回去 ,有 

一 一 有 IIZDi; 一 
2 一 >， ss( 。 “)- >, tsbs 

=Pp+1 了 jj =2+1l1 

Ti 了 1。 。 
其 中 p=(- 为 x 工 和 矩阵， 证 完 . 

定理 5. 2.2 (hE 卉 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 定理 )”m 个 未 
知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 4z=a 的 解 和 与 它 相 伴 的 齐 次 线性 方程 
组 4z 二 0 的 解 间 有 关系 

(1) Az 二 a 之 任 两 解 之 车 为 47 二 0 之 解 ， 

(2) Az 二 a 之 解 及 4+==0 之 解 之 和 为 4z=a 之 解 . 

(3) 4x 二 a 之 通 解 由 4z=0 的 通 解 加 上 4x 二 «的 一 个 特 解 


证 (1) 设 和 xl 和 矩阵 zz 有 4z0 王 Ga，4z42 三 ww， 于 是 
A(z0 一 209)=0, 即 x 中 一 2 为 4z=0 之 解 . 

(2) 设 4x 中 =@, dz 二 0 则 4(zD 十 z02) 一 wy 即 z0D 十 z 人 9 
为 47 二 a 之 解 . 

(3) 由 (1), (32) 可 知 (3) 成 立 , 
证 完 . 


习题 3.2 


1， 试 证 : 设 2X (十 1) 和 矩阵 4 的 秩 为 2， 则 2 十 1 个 未 知 数 ,2 个 方程 构 
起 的 线性 方程 组 4z=0 的 通 解 为 


2.…( 王 一 1 了) 天 (天 
XY 二 (一 —]1)* 1¢ A(12: 以 天 一 Dt vt 人 2) (人 1) 有 一] 2，… 7 十 工 ， 


7。 


§5.3 方 阵 的 特征 根 
定义 ”给 定 % 阶 方 阵 4, 则 关于 未 知 数 4 的 nn 次 多 项 式 
det(47 一 4) 一 到 十 的 各 -十 十 0 
称 为 方 阵 4 的 特征 多 项 式 . 它 的 % 个 复 根 久 ,4,…，4, 称 为 方 阵 
4 的 特征 根 ， 设 加 为 det(47 一 4 的 根 , 则 章 次 线性 方程 组 
《47 一 4)7 一 0 
必 有 非 零 解 ,这 些 解 a 都 称 为 方 阵 4 的 属于 特征 根 4 的 特征 向 量 ， 
即 有 
4 一 400， QE0 
由 定义 可 知 
bg) 一 一 tf4 王 一 (十 4 
br 一 (一 1)*det4 一 (一 1)24142 4 
且 当 4 为 实 方 阵 时 ,对 实 特 征 根 4， 属于 4 的 特征 辐 量 < 为 wx1l 
非 零 实 称 阵 .一 般 情形 , 转 征 癌 量 为 非 零 复 向 量 ， 
关于 特征 多 项 式 有 下 面 重 要 定理 . 
定理 3.3.1(Hamilton-Cayley 定理 ) % 阶 方 阵 4 的 等 征 多 
项 式 为 
det (A1—A)=N° 二 aA" 1! 十 … 十 Gn， 
则 有 
4 十 bi4d2 十 十 aid 十 art 一 0 
证 由 于 % 阶 方 阵 全 一 4 的 伴随 方 阵 (41 一 A)* 中 元 素 为 41 一 
4 的 代数 余子 式 , 所 以 作为 4 的 多 项 式 ,次 数 不 超过 n 一 1, 因此 
(A1—A)*=4" BA" ?BT AB,s+ Bn-i, 
其 中 局; 记 ,…，Bs-i 为 % 阶 常数 方 阵 ， 但 是 A 一 4 的 1 一 1 阶 主 
子 式 前 是 4 的 nn 一 1 次 多 项 式 , 且 首 项 系数 为 1 ,所 以 B 的 对 角 元 
索 都 是 1。 又 由 Laplace 展开 定理 有 


*。 8 * 


hh ! 


(17 一 4) (7 一 4)*=-Fdet(47 一 4)] .To。 
所 以 有 
(A1—A) (M1iB, 4 A-2B AB,_s+ BL) 
一 (A? 二 qd" i 十 … 十 a 了. 
依次 比较 如, 加,…,4,1 之 系数 , 便 有 


Br 一 4 局 =an-1l, 


—AB,-_ =and. 
由 上 往 下 代入 ,有 
B, =7, 
B,=ali+A4, 
B,=asT+aiA+A’, 
Bi=anil tan-sA 二 Tad 十 4A"*-1, 
所 以 


dnf +an-iA+*…+ah"-!+ A"=0. 
这 证 明了 定理 ， 证 完 . 
定义 ”给 定 % 阶 方 阵 4, 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 
m( 人 人) 二 A 十 biAm! 十 … 十 bmn- 1 十 Dm 
称 为 4 的 极 小 多 项 式 ,如果 
m(A)=A"+b A™ 十 … 十 和 -4 十 Do 一 0 
且 是 适合 这 种 条 件 的 多 项 式 中 次 数 最 小 的 多 项 式 ， 
定理 5. 3.2 给 定夺 阶 方 阵 4, 则 有 
(1) 了 唯一 存在 方 阵 4 的 极 小 多 项 式 和 (4 
(2) 设 多 项 式 


° 了 了 9 。 


Te ei 


f(A)=eod? ed li .oAiey 
Zs 
14) 一 Cd2 十 Ci4d2 It. 二 coy_1Ad 二 cpl'?=0, 

9 (4) | f(A); 

(3) m(4)|det(41 一 4), 所 以 极 小 多 项 式 的 根 必 为 竺 征 根 ; 

(4) 反之 , 方 阵 4 的 特征 根 , 即 特征 多 项 式 det(41 一 4) 的 根 
必 为 汲 小 多 项 式 的 根 . 

证 由 定理 5. 3.1 可 知 存 在 多 项 式 g(4)=det(41 一 4), 使 
得 9(4) 二 0. 于 是 多 项 式 集合 

(用 144) 一 0 天 {0} 
不 是 空 集 ， 因 此 在 其 中 存在 一 个 次 数 最 小 的 ， 首 项 系数 为 1 的 多 
项 式 m(4)、， 这 证 明了 极 小 多 项 式 的 存在 ,下 面 先 证 (2), 再 证 极 小 
多 项 式 的 唯一 性 今 任 取 多 项 式 fd) 使 得 大 人 =0、 直 人 (人 天 
0, 有 
本 (4 2 人 (人 4) +r (4), 
芭 中 (由 一 0 或 者 0 所 deg (7(1)) 二 deg(m(4)). 但 是 1(4)=0， 
此 即 
g(A)m(A) Tr(A)=0. 

已 知 m(4) = 二 0, 所 以 r(4)= 二 00， 者 7( 人 ) 关 0, 由 极 小 多 项 式 定 你 可 
知 degtr(4)) 之 deg(C24)， 这 导出 让 盾 ， 所 以 证 明了 ?7( 亿 三 0， 
此 即 (4) 17 和 这 证 明了 (2). 下 面 证 (1 中 唯一 性 ， 今 者 
mi (用 的 首 项 系数 为 1, 且 mi(4)=0， 又 mil(4) 为 次 数 最 小 者 . 这 
证 明了 mi 信人， 4， 所 以 mi) 三 名 (4)。 (1) 证 

由 定理 5.3.1 六 (2) 有 m(4)1ldet(41 一 4), 这 证 明了 (3)， 祭 
下 证 (4)， 今 任 取 44 的 特征 报 ,于 是 det( 加 1 一 4)= 二 0， 所 以 记 
120 * 


则 章 次 线性 方程 组 (407 一 4)z 二 0 有 非 零 解 wo, 即 有 
Amy 一 4000。 
记 
mM) 一 7 十 DA 十， 十， 
则 
0=m(A)go = A"ay oA" 60 十 十 Didao 十 Bnao 
一 (441 十 D48 十 十 Di 十 po)ao 王 ?2(40)00， 


由 ao 到, 便 证 明了 入 (4 =0, 即 加 为 极 小 多 项 六 m(4) 的 根 ， 这 
证 明了 (4) 成 立 ， 证 完 . 

最 后 讨论 较 盘 定理 , 它 给 出 了 特征 根 的 粗略 的 界 ， 

定理 5.3,3 给 定 % 阶 复方 阵 4， 


Gil CGI1n 
4 二- 
Gn1 (nn 
记 
| _ 
p= maX aisl,0= inaX [ass + a |， 
1 之 ?了 工 入 3， 和 中 
T _ 
7 一 InNaX lqij— Gs|. 
li 志和 
则 4 的 特征 根 4 必 有 


[hl<np, Re 和 ac， lIm(h)|<nr. 
证 记 % 为 n 阶 方 阵 4 的 属于 特征 根 轴 的 竺 征 同 量 ， 即 有 
Qo 二 0, Azo 二 Hho%o， 于 是 
Gi Axo = do (a.00). 
记 
。 2 了 7 * 


划 有 
Bi%0 = > LA 


了 一 1 


1 入 
aAmol=| > taras| < > lasrl las| la;l, 
j,k=1 j=1 
所 以 由 p= ,max |aws|, 有 


|@ Ago | <p > ， ollel=o( 32 1asl ) 
: j,k=1 1= 
由 04ao 王 4o50ao 所 以 证 明了 
入 1 2 LL 和 
1 Dy lasl’<p (Dal ) <np > 1asl’ 
j=1 4 二 ] 了 = 1 


这 证 明 了 |4o| 二 np. 
太一 方面 ， 有 
BoARo= Ao(aiK0), GIA'oo=No (500o) ， 


50(4 二 4)ao 一 2(Re(ho) Dao， 
5I(4 一 由 )ao=2/ 一 1(Im(4o))5lao. 
和 上 面 一 样 讨 论 , 便 证 明了 1Re(4o) | no, |Im(4o | 之 nr， 
证 完 . 
引 理 5. 3. 1 nn 阶 方 阵 4 为 Hermite 方 阵 当 且 仅 当 /二 TI4 
为 斜 Hermite 方 血 . 
证 由 定义 直接 验证 之 ， 
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定理 3.3.4 (1) Hermite 方 阵 的 特征 根 都 是 实数 ,所 以 实 对 
称 方 阵 的 特征 根 也 都 是 实数 ; (2) 斜 Hermite 方 阵 的 非 零 特 征 根 
都 是 纯 虚 数 ,所 以 实 斜 对 称 方 阵 的 非 零 特征 根 也 都 是 纯 虚 数 . 

证 由 5 引 | 理 5.3,1 可 知 , 只 要 证 Hermite 方 阵 的 特征 根 都 是 
实数 束 够 了 ， 今 


是 Hermite 方 阵 , 即 4 二 4', 所 以 
Q1i = ayi 


由 定理 5. 3. 3， 任 取 4 的 特征 根 1， 则 1Im(4o) | <nr， 其 中 r= 
,加 X10 一 27| =0. 这 证 明了 Im (4 =0, 证 完 


定理 5. 3. 5 ( 圆 盘 定理 ) 给 定 2 阶 方 阵 


981 1 [和 年 | (in 
al : 
| 本 直 志 Unn 


记 
p;= > 1ass| — lassl, p; = D>) 1awl(—layl, 
下 三 Ek=1 
1 < Nn. 
在 平面 上 作 闭 圆 盘 
Cy= {2zEC| [1z—a;;| 二 py}， 7 一 1， 2 


Ci 一 {z2EO| |1z—ajyy|p;}, 7=1,2,.…,% 
则 方 阵 4 的 特征 根 必 落 在 并 集 [jc 和 并 集 | jcy 之 交 
j=1 了 二 
C C0; 
(Ucjn Ug) 
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中 
证 ” 任 取 ? 阶 方 阵 4 的 特征 根 ,由 
det(AI—A’)=det(11— A) 


可 知 和 必 为 4 的 特征 根 , 今 若 能 证 hE 【Cy. 则 考虑 x 阶 方 阵 4， 
1=1 
由 C 之 定义 可 知 1 (07, 这 证 明了 4e( Uo)n( Uc ) 
1=1 1=1 1-1 


下 面 证 os 【0s. 由 并 集 之 定义 可 知 , 要 证 存在 指标 了 ,使 得 


HOCCT 
记 ao 为 了 阶 方 阵 4 的 属于 特征 根 4 的 特征 同 基 ， 记 作 


Qn 


由 定义 ， Aco = Ao%o, 所 以 
人 > 0101 = has, 2 一 2， n, 
1=1 


此 即 


Fj a0i= (ho~—an) a i 一 二 4, "Nn. 
ji 
得 是 ao 关 0, 所 以 在 |ai|,|as|， "9 as| 中 存在 一 个 最 大 数 ， 记 作 


la | ,于 是 


max |ai|=|a|>0 
1< i<n 
因此 有 


[ho—arso,| [aso 一 


>， Cio7yCy 


jio 
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| io > [aiosl = | a | prio: 
了 天 1 


1 如 一 Qi in pis 


即 4oECiC 【jC;， 证 完 . 
了 =1 


习题 95. 3 


1。 设 % 阶 方 阵 4 的 ws 个 畦 征 根 为 放 ,A,，…，4,。 则 有 4 非 蜡 当 且 仅 当 
Aih2"An 关 0 这 时 4 ! 的 % 个 特征 根 为 47 Azi, 4 

2 设 4 42 5 An 为 有 阶 方 阵 4 的 了 个 特征 根 , 帮 4) 为 未 知 数 4 的 多 
项 式 .， 试 证 :2 阶 方 阵 放 4 恰好 以 天 4 大 4 4 为 下 个 等 征 和 根 . 试 . 
用 4,…, hn 表册 detf (4). 

3 设 4 为 外 阶 方 阵 4 的 恬 征 根 ， 记 


的 章 自 市 Gin 
A=| : : 
We 弟 间 委 (Cnn 


社 形 这 和 号 


中 除去 46=4;; 及 > |an|? 二 0 同时 成 立 的 项 ， 试 证 : 它 大 于 或 等 于 1 


kj 
4， 这 & 为 323X1 和 抢 阵 ， 试 求 即 阶 方 阵 cc' 和 26' 的 符 征 根 ， 
5.“ 记 了 (4)=det(471 一 4)， 由 f(4)=det(4.1 一 4)==det0==0 可 短 : 
定理 5.3.1 成立. "这 个 证 明 对 肥 ? 为 什么 . 
6， 试 证 :7 阶 方 阵 4 的 特征 根 4, 有 


Cr 乔 
ol Smin( max (5 on ), max 2 tanl ) 
ls! i 人 p=l 


=1 

7， 试 证 ， 考 等 方 险 的 特征 根 只 有 0 和 1; 客 零 方 阵 的 特征 根 都 是 零 . 有 

久 阶 方 许 4 祖 合 当 且 仅 当 姓 (4 一 0 8 一 1 2 …， 慰 别 ， 若 寻 阶 方 阵 4 各 
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人 =AB 一 BA 可 交换 , 则 CC 一 0， 
8， 记 2 …，?2s 阶 方 阵 41,，4,，…，4, 的 极 小 多 项 式 分 别 为 m.(4)， 
ma(4) se(4)。 试 证 : 准 对 角 方 阵 
diag (A,, .…, A,) 
的 汲 小 多 项 式 为 Vi(4)，… ls(C4) 的 最 小 公 倍 式 [ma yo。 
9， 试 证 :z 阶 可 着 方 阵 4 的 逆 方 阵 4- :为 4 的 多 项 式 ， 
10， 设 五 为 实 竹 对称 方 阵 ， 则 对 任 一 正 数 se 有 
det(ar -KE)>0. 


11， 设 2 阶 方 阵 4= (Cay) 有 >>, 41 一 1,i 一 1,2，…，n， 则 4 必 有 特征 


j= 1 
提 1, 设 4 有 特征 根 40 隆 1. 记 Qo 为 4 的 属于 特征 根 4。 的 特征 阿 量 ， 则 zx1 
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第 六 革 线性 空间 


46.1 2 维 线性 空间 


下 面 引 进 抽象 的 线性 空间 
定义 ”集合 < 称 为 复 ( 实 、 有 理 ) 线 性 空间 ,如果 在 针 中 有 了 现 
种 代数 运算 : 加 法 “十 ”和 “ 纯 量 乘积 , 使 得 任 取 &%、BEX， 则 有 & 十 
PE; 又 任 取 gE*, 数 a 为 复 ( 实 、 有 理 ) 数 ,有 aaEx， 且 适合 下 面 
一 系列 条 作 : 
(i) 加 法 交换 律 
ao+p=pia, Va, BEY; 
(ii ) 加 法 结合 律 
(+B)+y=at+ (Bi+7), Va, DG 
(iii) 存在 零 向 量 0E2&, 使 得 
g++0=0+ag=a, VaEY; 
(iv) 每 个 向 量 a&?, 存在 负 向 量 一 ,使 得 
十 (一 0 一 (一 0) 十 G 一 0 
二 是 可 以 引进 减法 如 下 : 
a—p=ai+(—pB), Va, PEX; 
(V) (5 十 0)w=6aG 二 Da， YE a,b 为 复 ( 实 ,有 理 ) 数 ; 
(vi) a(a+p)=aa 二 4p，YVa, PSR%,a 为 复 ( 实 ,有 理 ) 数 ; 
(Vii) a(pa) 三 (cb)x， Yass, oa0 为 复 ( 实 ,有 理 ) 数 ; 
(Viii) l:a=Q, VaEY. 
这 时 和 中 元 素 称 为 向 量 , 复 ( 实 . 有 理 ) 数 称 为 纯 量 . 
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例 1 普通 空间 情形 .由 解析 几何 课程 可 知 ,所 有 自由 向 是 和 构 
成 一 个 线性 空间 , 它 是 实 线性 空间 ， 在 空间 中 取 定 坐标 系 , 熟 知人 每 
个 自由 回 量 有 坐标 (al gayas). 于 是 可 作 一 个 3x1 实 惩 阵 


因此 所 有 自由 向 量 构 成 的 线性 空间 ， 可 以 自然 地 诱导 出 它们 的 化 
标 表达 , 即 由 所 有 3 x1 实 第 阵 构 成 的 线性 空间 ， 且 这 时 加 法 和 纯 
量 乘积 就 是 矩阵 的 加 法 和 纯 量 乘积 . 

例 2 记 V, 为 所 有 nx1 和 矩阵 构成 的 集合 ， 它 们 在 矩阵 的 加 
法 及 纯 量 乘积 下 构成 线性 空间 . 

例 3 记 有 以 (rxm) 为 所 有 nxm 算 阵 构成 的 集合 ， 它 们 在 甜 
阵 的 加 法 及 纯 量 乘积 下 构成 线性 罕 间 . 

例 4 记 P[z] 为 所 有 多 项 式 构 成 的 集合 ,它们 在 多 藉 式 的 加 
法 及 和 惨 以 常数 为 纯 量 乘积 下 构成 线性 空间 . 

例 5 记 Ps[2] 为 所 有 次 数 不 超 过 的 多 项 式 构 成 的 集合 , 它 
们 在 多 项 式 的 加 法 及 乘 以 常数 为 纯 量 胖 积 下 构成 线性 空间 . 

例 6 记 0C([0,1]) 为 区 曾 [0,1] 上 所 有 连续 沙 数 构成 的 集合 ; 
它们 在 函数 相 加 及 乘 以 常数 为 纯 量 乘积 下 构成 线性 空间 ， 

在 进一步 展开 线性 空间 理论 以 前 ， 先 从 定义 出 发 给 出 关 干 运 
算 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 

引 理 6.1.1 设 只 为 线性 至 间 , 则 有 

(1) 任意 有 限 个 向 量 相 加 ,可 以 不 计 先 后 和 次 序 ; 

(2) 加 法 销 去 律 成 立 , 即 由 w+ B=aw+? ya DB，PE& 可 排出 
p=»; 

(3) & 中 有 且 只 有 一 个 零 向 量 ， 且 对 每 个 疝 量 a, 有 且 从 有 一 
个 负 问 量 一 a 
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(4) 记 4 为 数 ,aSu 则 aa=0 当 且 仅 当 a=0 或 者 x=0. 因此 
若 6 和 Dec 为 数 ,6 天 0,xER 则 由 <Bx=acu 可 推出 pa= ea; 

《5) 记 为 数 ,ER 则 有 

(—a)ag=a(—&) = — (ag). 

证 ”由 加 法 结合 律 成 并 ,可 知 有 限 个 向 量 相 加 可 以 不 计 先 后 ， 
由 加 法 交换 律 成 立 ， 可 知 可 以 不 计 次 序 ， 这 证 明了 (1). 下面 证 加 
法 消去 律 成 立 , 今 由 十 B=a 二 ”% 由 于 等 量 加 等 量 仍 为 等 量 , 所 以 
(一 @) 二 (gp) 二 (一 十 (gq 十 2), 由 加 法 结合 律 有 (( 一 %) 十 0) 十 
0=(( 一 十 十 只 十 ?， 由 负 回 量 的 定义 可 知 (一 aq) 十 =0， 故 有 
0 十 及 =0 十 由 零 亲 有 量 的 定义 可 知 太 = 这 证 明了 (2)， 

证 (3)， 由 线性 至 闻 定 义 可 知 零 问 量 0 存在 . 阁 男 有 一 个 零 同 
量 0 由 定义 , 则 有 0; 二 =a 十 0 一 YgER. 特别 ,由 0S&, 所 以 有 
0TfT0=0d+0=0.， 但 生 0 为 零 问 量 ， 故 0+0:=0 十 0=0 代 入 便 
证 明了 0=0. 这 证 明了 零 同 量 的 了 哗 一 性 . 现在 任 给 wE&R, 由 线性 
空间 定义 可 知人 负 向 量 一 & 存在 ， 若 男 有 一 个 负 向 量 8， 由 定义 , 则 
有 &% 十 B= 二 BB 十 %= 二 0， 但 是 & 十 (一 Q) 二 (一 @) 十 a 二 0， 所 以 有 a 十 
b=0=a 二 (一 &)。. 由 加 法 涓 去 律 成 江 , 故 证 明了 p= 一 @， 这 证 明 
了 人 负 回 量 的 唯一 性 . 

证 (名 , 今 ag==0, 若 a 产 0, 则 a 存在 ,于 是 

a ‘0=a (do = (a la)g=1%=0. 
但 是 0 十 0==0, 于 是 a 0=a (0 十 0) = 二 a 10 十 a 10. 册 加 法 消去 律 
成 立 , 所 以 a-'0=0, 这 证 明了 a=0. 即 当 ag= 二 0 时 有 a 二 0 或 者 %==0. 
有 反之, 上 面 已 证 a0==0， 余下 要 证 O04 二 0. 今 04= (0+0)g=0a+ 
0w, 由 加 法 消去 律 成 立 , 使 证 明了 0a 二 0， 总 之 当 a=0 或 a=0, 便 
有 aa 二 0， 所 以 证 明了 ag 二 0 当 且 仅 当 =0 或 =0. 今 若 4 天 0， 
qva= 二 acg, 于 是 qbg 一 acg 二 0， 因 此 alba 一 cq) 二 0， 由 ba 一 caER 
及 4 天 0, 所 以 有 ba 一 ca 二 0, 即 ba 二 cg， 这 证 明了 (4). 
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I 下 (5), 仿 ag 十 (一 0)& 二 (a 二 (一 9))&g 二 0« 二 0, 所 以 (一 a)a== 
一 (ag)， 又 qx 二 a( 一 @) = a(g 十 (一 @))=a0=0， 所 以 a( 一 4)= 
一 (ag)， 这 证 明了 (5), 证 完 . 

上 面 证 明 中 , 突 步 都 是 根据 定义 条 件 ,或 定义 推出 的 性 质 推 得 
所 要 的 结论 ,这 就 是 所 谓 的 “说 话 要 有 根据 *。 从 定义 出 发 ,通过 这 
辑 推理 ,派生 出 整个 数学 模式 是 研究 代数 的 重要 方法 . 

为 了 展开 线性 空间 理论 ,最 重要 的 概念 为 下 面 三 个 概念 ; 线性 
相 天 ,线性 无 关 和 线性 组 合 . 

定义 ”线性 空间 又 中 和 个 风量 @1, 2，…，Qm 称 为 线性 相关 
的 , 如果 存在 m 个 不 全 为 零 的 数 41, qz ，…， am, 使 得 


Li 
1=1 


否则 7 个 向 量 CQ2 ***, Oo 称 为 线性 无 关 的 . 
定义 ”线性 空间 中 向 量 a 称 为 m 个 上 器 量 au G2,…', 9m 的 线 
性 组 合 ,如果 存在 m 个 数 Q1 42，…s Gm, 使 得 


1 
一 CI101 十 02Q2 十 … 十 Cnam 一 > 90 
了 一 上 


由 定义 可 知 , 包含 零 向 量 的 任意 有 限 个 向 量 必 线性 相关 , 特别 
零 问 量 必 线 性 相关 .证 明 如 下 :给 定 和 个 回 量 xc，…，am。 设 
o 二 0， 我 们 取 q;= 二 1,4y= 二 0,3 关 i，1 声 7 声 m， 则 由 引 理 6.1.1 之 
(4), 有 6121 十 十 aa 十 … 十 Gram 一 0。 由 于 cl，… Qi9 an 不 全 
为 零 , 这 证 明了 oi,…, 1，,…，cim 线性 相关 。， 由 定义 又 可 知 一 个 非 
零 向 量 必 线性 无 关 ， 用 反 证 法 来 证 明之 . 今 若 a 堵 0 线性 相关 , 则 
存在 数 “天 0, 有 aw=0， 这 和 3 引 | 理 6.1. 1 之 (4) 矛 盾 , 所 以 证 明了 : 
当 a 关 0, 则 a 线性 无 关 , 一 般 有 

定理 6.1.1 线性 空间 & 中 给 定 包 个 回 量 ab aa cm 如果 
其 中 有 部 分 同 量 线 性 相关 , 则 全 体 线性 相关 ; 如 果 全 体 线 性 无 天 ， 
。J30 。 


则 它们 的 任何 一 部 分 问 量 也 必 线 性 无 大. 

证 显然 用 前 一 断言 及 反 证 落 ， 可 证 后 一 断言 成 立 ， 下 面 证 
前 一 断言 成 立 ,无 妨 设 41,…, ap 线性 相关 ,于 是 存在 纯 量 CI 
不 全 为 堆 , 且 有 了 Toou=0 今 取 az+l 王 … 一 am 一 0, 于 是 Dan 


0, 且 adp Gp+1…'; Gm 也 不 全 为 零 , 这 证 明了 91, 92，,…'，Qm 线 
性 相关 ， 证 完 . 

定理 6.1.2 线性 空间 名 中 mr 个 同 量 @1,%2,…, Qn 线性 无 天 
当 且 仪 当 若 mr 个 数 ci, gas am 有 


人 
> jay;=0, 
了 =1 


则 有 oo 王 … 王 an 一 0. 
证 由 于 QI …， an 线性 相关 的 定义 为 存在 Ci， Qs,***s Gm 个 全 为 


零 ， 2a- 0， 所 以 线性 无 天 当 且 仅 当 不 存在 1s 人 29“ ,an 不 


全 为 雾 ， 目 S1axoj 一 0， 此 即 由 了 layay=0 可 推出 一 … 王 an 一 0. 
f= j=1 
证 先 ， 
定理 6.1.3 线性 空间 名 中 各 个 向 量 gaz，…an 线性 相关 
当 且 仅 当 其 中 必 有 一 个 向 量 为 甚 余 向 量 的 线性 组 合 . 
证 今 若 xbas，…，an 线性 相关 ， 于 是 存在 不 全 为 零 的 一 组 


数 Ci 402, am 使 得 > ,ayray 一 0， 今 若 a; 关 0; 则 由 
1=1 


= —ar (410 十 010 -十 Gy 十 十 Coca) 可 知 a， 
为 cp -50i+0 cm 的 线性 组 合 . 反之 ,不 妨 设 i 为 gayam 
的 线性 组 合 , 即 有 
Ci 一 Do0s 十 … 十 Donamy 
es 了 7。 


其 由 52,…', bm 为 数 ， 则 有 (一 Ja 十 paas 上 … 二 bnanm 二 0， 今 一 1， 
b2，… ,bn 不 全 为 等 ,于 是 %1, 42,… ,nm 线性 相关 ， 证 完 ， 

利用 上 面 性 质 , 我 们 来 引进 维 数 概 念 . 

在 、 只 由 一 个 零 问 量 组 成 , 则 & 称 为 0 维 线性 空间 ， 用 0 来 
才 示 .者 双关 0， 则 其 中 存在 非 零 向 量 %， 如 果 中 中 任 一 向 量 有 和 
% 线性 相关 , 即 存 在 纯 量 ,8 不 全 为 零 , 上 且 aa 二 pp=0, 自 然 2? 尖 0， 
因为 大 8=0, 则 oa; 一 0, 但 是 wa 关 0 所 以 ea=0， 这 和 0 2 不 全 为 


零 矛 盾 ， 因 此 证 明了 p=( 一 各)as 即 为 ;的 纯 量 倍 , 所 以 


Clag | VY 数 a}. 
但 是 由 于 8% 为 线性 空间 , 由 aiE& 可 知 saiE& 对 一 切 数 a 成立. 这 
和 证 明了 &= {tac |Y 数 中 .这 时 中 称 为 一 维 线性 空间 ,ai 称 为 的 
基 ， 如 果 & 中 并 非 任意 向 量 都 和 w 线性 相关 , 那 末 存在 向 量 xs 和 
ai 线性 无 关 ， 于 是 又 出 现 两 种 情形 : 一 为 全 中 任意 向 量 都 和 1, 02 
线性 相关 ; 另 一 为 足 中 存在 问 量 ws 和 aas 线性 无 关 , 这 样 依次 
讨论 下 去 ,用 归纳 法 的 思想 , 便 出 现 了 两 种 情形 : 
(1) 在 线性 空间 % 中 找 不 到 有 限 个 向 量 ,它们 线性 无 关 , 且 > 
中 任 一 向 量 和 它们 线性 相关 , 这 种 线性 空间 称 为 无 限 维 线性 空间 . 
关于 无 限 维 线性 空间 的 理论 , 属于 泛 图 分 析 这 个 学 科 , 今 后 我 们 不 
下 讨论 ， 
(2) 在 线性 空间 中 中 找到 于 个 向 量 wb ca wo 它们 线性 无 
关 , 生 忆 中 任 一 向 量 及 和 wa on 线性 相关 ， 这 类 线性 空间 
称 为 有 限 维 线性 空间 . 它们 有 下 面 性 质 : 
定理 6.1.4 设 线 性 空间 & 中 存在 % 个 疝 量 41, aa 它 
们 线性 无 关 , 且 人 中 任 一 回 量 6 和 &i,%2,… ,Qn 线性 相关 ， 则 Bp 所 
唯一 地 表 为 a1,%2，…,ax 的 线性 组 合 
B=2b8 TT bts te i brnt. 


* 了 2 。 


有 旦 名 中 任意 % 十 1 个 向 量 必定 线性 相关 , 非 负 整数 有 称 为 线性 空间 
~ 的 维 数 ， 记 作 dim%. QI1. 0 Gn 称 为 的 一 组 基 . pb 关于 Ql, 
0%2 3 Qn 的 组 合 系 数 排 成 nx 1 和 矩阵 


0， 

称 为 网 量 关于 基 ab aa …， an 的 坐标 ,5; 称 为 6 在 方向 的 分 
是 ,或 第 7 个 (坐标 ) 分 量 ,7 一 1 2, ,7 

证 由 条 件 ,B 和 aa …，oao 线性 相关 二 是 存在 7n 十 1 个 
不 全 为 零 的 数 5,a1, 4s，,…,a,, 使 得 

8 二 aiai 十 ac 十 十 Oo =0. 

我 们 来 证 ?天 0， 设 车 不 然 , 即 = 0, 于 是 qj@j 十 go2s 十 “an = 
0, 由 定理 6. 1. 4 01 二 Qs 二 "二 4 二 0, 这 和 六 ca， …, nn 个 全 为 
等 予 居 ,所 以 证 明了 5 关 0, 因 此 


p= (全 ja 十 (至 ) 2 十 …' 十 (- $e ja 


了 到 久 = 一 志 ， 7 一 1,2， ”9 便 证 明了 由 三 DiQi 十 Das 十 十 六 
绸 焉 分 解 唯一 性 , 设 65ai 十 gao 十 … 十 Dan 一 cigi 十 caas 十 
“… 十 CnOns 因此 有 (51 一 ci) a 十 (bs — C2) eo -i “oT (bi,— Cn) = 0. 由 
定理 6. 1, 2， 所 忆 Di 一 Cl， b; = c;, ”9 bn=C;. 这 证 及 了 了 分解 唯 
一 性 . 
最 后 ， 任 取 nl 个 回 量 pi, ba, ,Pnt1s 于 是 有 
Pi= > jad, 7 一 1， 2，…, 如 十 1。 
Ek—1 
下 面 证 pi bs, Pn) 线性 相关 ， 如 证 存在 和 十 上 个 不 全 为 零 的 数 
六 十 1 
77 ZY2 ,ZR41 使 得 之 )z9B;=0, 事实 上 ,引进 nn 十 1 个 独立 未 知 
1=1 


*° 7 了 3 。 


二 1 


数 Ti 出 29 "sg Cnt!1y 则 向 量 方程 > zjpPBj 二 0 可 写 为 
j=1 


nt+1 +1 nn \ n 人 
_ > 一 - > 一 = > > 
j=1 j=1 ,EE =]1 / k=1 \ f=1 


四 二 01, 02，…, Qn 线性 无 关 , 所 以 问 量 方程 变 为 齐 次 线性 方程 组 


> ,ojx2y 一 0， E11,2,.*,n. 
j=1 


它 有 7% 十 1 个 未 知 数 ,2 个 方程 ， 它 的 系数 矩阵 为 nx (2 十 1) 珑 阵 ， 
所 以 秩 ?<n, 由 § 5. 2， 它 的 通 解 依赖 于 m 十 1 一 ?之 1 个 独立 参数 ， 
因此 证 明了 它 有 非 零 解 , 即 B,, pp 线性 相关 ， 定 理 证 完 . 

注意 维 数 概 念 与 基 oi,%2,…,& 的 选取 无 关 , 只 与 线性 空间 
4 有关。 事实 上 , 车 另 有 mw 个 向 量 61,6,,…,6m 线性 无 关 , 而 任 一 
器 量 写 01, 6;,…, Om 线性 相关 , 由 于 中 中 任意 2 十 1 个 向 量 线性 相 
大 ， 所 以 m 夺 x。 和 定理 6. 1. 3 一 - 样 可 证 ，& 中 任意 rw 十 1 个 向 量 
线性 相关 ， 所 以 1 万 m， 因 此 证 明了 m=n， 所 以 维 数 和 基 的 选取 


习题 6. 1 


”1， 试 证 : 空间 解析 几何 中 引进 的 自由 向 量 全 体 构 成 三 维 实 线性 空间 . 又 
在 其 中 任 取信 个 自 由 冶 量 Qi Q2，…s Cm; 使 得 Qsy-1 的 终点 为 Ci 之 起 点 ,7 一 


2 3 Cn 之 终点 为 Ci 的 起 点 ， 试 证 : 3 Qj 二 0, 


1=1 
2， 中 国 象 械 中 的 马 从 某 一 点 起 跳 , 经 过 若干 步 跳 回 原 起 蹄 点 。 试 证 : 它 
共 跳 了 偶数 步 . 
3， 设 7r 宇 2, 在 线性 空间 2 中 取 线 性 相关 的 向 量 组 cly cs …，a*， 再 取 一 
向 量 6。 试 证 : 存在 ? 个 不 全 为 零 的 数 cly 4;,…,a,, 使 得 向 量 组 
ai 十 0D ar 十 gr 
线性 相关 . 
。J34 。 


4 车 同 量 
CH 一 《GD yp) EV 1 委 J) 委 7 
线性 无 关 , 则 
pbs= (ans “jps Os 41s ET ss 1<i<r 

也 线性 无 关 

5, nn 阶 方 阵 4 的 nw 个 行 及 ne 个 列 , 作 为 nX1 和 矩阵 ,是 线性 空间 ,中 癌 
量 ,分 别称 为 4 的 行 向 量 及 列 向 量 , 试 证 : 4 非 异 当 且 仅 当 它 的 1% 个 行 同 量 线 
性 无 关 , 当 且 仅 当 它 的 3 个 列 向 量 也 线性 无 关 ， 

6.， 试 证 :2 阶 方 阵 的 属于 不 同 特 征 根 的 特征 四 量 线性 无 关 . 

7， 记 aj, Qs，"…，Qn 为 % 维 线性 空间 8 的 一 组 基 ， 如 果 PE8, 且 为 
Qi cz yn 中 任意 ?一 1 个 向 量 的 线性 组 合 , 试 证 : 6 二 0. 

8， 记 p1, Bi，…,Bm 为 3 维 线性 空间 号 中 线性 相关 问 量 组 ,但 是 其 中 任 
取 严 一 1 个 向 量 必 线性 无 关 ， 设 w 个 纯 量 54,5,，…,bmn 有 之 j 51Bs 一 0， 则 


j=1 


bibs'** bm 0 或 者 b= =bn,=0. 在 前 一 情形 如 果 另 有 纯 量 CC29 > Cms 


使 得 > cypbi 一 0， 则 有 DC = 0 = = Dn :Cnm. 
j= 1 . 


§ 6.2 基 及 基 变换 


定理 6.2.1 设 吧 为 2 维 线性 空间 ， 则 任 取 ? 个 线性 无 关 的 
向 量 91,…', 49, 必 有 7 二 nn, 且 在 号 中 必 存 在 4 一 ?个 向 量 &r+t1,…， 
ao 使 符 81， GrpQr+tis ;Qn 为 名 有 的 一 组 基 . 

证 由 定理 6.1. 4 可知" 委 2， 当 ?一 4 不 用 证 丁当 ?> 天 2. 
如 果 不 存在 问 量 x+ 使 得 gl，…ar，wril 线 性 无 和 大, 则 对 六 中 任 
一 向 量 8B, 那 未 %1,…,%;，B 线性 相关 ， 和 定理 6.1 4 一 样 可 证 久 
中 任意 ?十 1 个 回 量 必 线 性 相关 ， 但 是 dim&=2 即 只 中 存在 2 个 
向 量 线性 无 关 , 这 证 明了 2<> 十 1， 它 和 ?<2 了 矛盾， 所 以 在 & 中 
存在 Gr+i 使 得 ac， arcaril 线性 无 关 ， 依 次 讨论 下 去 便 证 明了 
定理 .证 完 . 

“135。* 


定理 6,2.2 在 ? 维 线性 空间 & 中 取 定 两 组 基 {&1，%2，…*'， 
cn 和 {Bi1, Be,…, Ba}, 则 基 变 换 公 你 .: 


短 
pi; 一 > jang;, 2 一 1， 民 9 从 
了 一 1 


Ql ”…” din 
A=|: : 
dnl "nn 


非 异 .反之 , 任 取 % 阶 非 异 方 阵 4 二 (44), 构造 2 个 癌 量 


决定 的 2 阶 方 阵 


1 
Bi= ang, 1l<i<n 
1=1 


出 | bi, pbs, 机 pn 为 多 的 基 . 因此 ， 入 中 的 基 和 n 阶 非 蜡 方 阵 在 基 
变换 公式 下 一 一 对 有 应， 
证 今 {o ca 1B1,…', Bn} 为 % 中 两 组 基 . 于 是 有 
pi Saas, gi = D1bBs, 1 < Nn. 
1=1 了 =1 
因此 
4i 一 > Dj bs;= Dj: driGy 一 (out \, 
j=1 f=1 k=1 k=1 \ 41=1 / 
1 之 ;过 n, 
由 于 %1,…,%; 线性 无 关 , 所 以 有 


Lf 
> 8 了 一 0 2 用 二 2 有， 


4=1 


156° 


这 证 明了 48 一 7 ,所 以 cet4 天 0， 
反之 , 若 detA0, DB = > jai%y i 二 ]，2,，………*，%。 我 们 来 
j=1 / 


UE Bi, Pas, bn 为 & 和 中 一 组 基 ， 中 证 bi, pe bs 线性 无 天 . 圳 
实 上 , 若 线 性 相关 ， 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 常数 ?7?，,…, zw ,使 得 


1 
这 ?9B;=0. 于 是 
fl 


条 7 
0= > sp 3 2 人 (So, 
k=1\ 1=1 


f=1 =1 


由 于 Qi1g ,On 线性 无 关 ， 所 以 有 
之 oarz 一 0， 天 一 1 ,2.7 


由 于 det4 关 0 及 Cramer 法 则 ， 便 证 明了 x 名 二 … 二 x% 二 0， 这 和 
24 2 不 全 为 霍 了 矛盾 ， 所 以 证 明了 B1,…, Bs 线性 无 关 . 证 守 ， 
定理 6.2.3 在 ?2 维 线性 空间 8% 中 取 两 组 基 {&1/，…，Qn} 太 
{B1,…, Bo}. 在 名 中 取 定 内 量 %， 设 关于 基 {&1,…, 9} 的 坐标 为 
x ,关于 基 {B1,…, Ba} 的 坐标 为 鸭 则 有 如 下 坐标 变换 公式 
y=A 0， 


其 中 4= (ai7) 为 基 变换 公式 Bi 二 jaxi9%,1 志 i 二 nw 对 应 的 z 阶 疾 
1=1 


异 方 阵 . 
证 今 记 


于 是 


ea。 357。 


wa 一 > zi%;= > YBi. 
j=1 i=1 

Le 

> iB, 一 人， Seere)e 

-1 1I-1 j=1 l=l 
由 于 ab ycn 为 基 , 所 以 有 

zj 一 之 ,10711811 
i=1 


即 有 z=4% 所 以 yy 一 4 xz， 证 先 . 


习题 6. 2 
1, 给 定 线性 空间 总 中 7 个 癌 量 Clis Qs "sg On 它们 适合 条 件 


1 


(1)a = > qay, VatQ, Ba 为 (19 "sn 的 线性 组 合 ; 


7=1 


(2) 存在 向 量 wo= 之 ,pycj， 且 它 关于 cl …，anw 之 线性 组 合 系数 


1=1 
了 唯一， 
试 证: ai cz 0 为 名 的 一 组 基 , 
2， 在 7% 维 线性 空间 8 中 取 定 两 组 大和 4,… Qnr} 及 {B41,…， Bn}， 试 证 : 
存在 1,2,…,n 的 排列 i1i2…iss 使 得 


. 1Ci Qs Piss dj+lis "sy Qn} yy 一 ] 2 从 


8$6.3 同 构 


定义 ”给 定 线性 空间 & 和 9,, 它们 的 纯 量 同时 限制 在 复 ( 实 
有 理 ) 数 的 范围 ， 记 cx 为 & 到 》， 内 的 单 值 映 射 ，o 称 为 & 到 人。 
内 的 线性 映射 , 如 果 它 有 

(1) o(g-rp)=o(g) +a(p), Va, PESR,; 
ea 了 58。 


(2) af(aa) 一 Co(a)， YacR, 数 40. 
当 &: 一 Qi 时 ,线性 映射 改称 为 线性 变换 ， 

在 下 一 剖 , 我 们 专门 讨论 线性 映射 与 线性 变换 ,现在 只 考虑 下 
面 特殊 的 线性 映射 . 

定义 “线性 空间 &; 和 2, 的 纯 量 约定 在 相同 的 复 ( 实 、 有 
理 ) 数 的 范围 ， 线 性 空间 &, 到 8。 上 的 线性 映射 称 为 同 构 映射 ,如 
果 它 还 是 到 上 的 一 一 映射 ， 这 时 &% 和 %, 称 为 同 构 ， 记 作对 X。， 

引 理 6.3.1 复 ( 实 、 有理 ) 数 上 的 线性 空间 之 间 的 同 构 关系 
为 等 价 关系 ( 见 附 录 2) 

证 作用 恒 等 映射 可 知 线性 空间 28 和 名 同 构 , 这 证 明了 反映 
性 ， 今 车 c:&Qi-~>as 为 同 构 映射 , 显然 cC :8&s 一 &i 仍 为 同 构 映射 ， 
这 证 明了 当 吕 二 Rs, 则 及, 二 8 外 证 国 了 对 称 性 ， 节 后 , 在 0 :Xi 
->&2r:Q 一 Rs 都 是 同 构 映射 , 则 ceo0: Qi 一 &s 仍 为 同 构 映 射 , 这 证 
明了 : 由 &I 一 RQ Rs 一 Rs: 可 知 Q 一 Rs 即 传递 性 成 立 . 所 以 同 构 关 
系 为 等 价 关系 .证 完 . 

定理 6.3.1 在 % 维 线性 空间 % 中 取 定 一 组 基 oy %2,*…,0n, 对 


& 中 任 一 向 量 8 一 之 ,7jxj 于 是 建立 了 & 到 V, 上 的 对 应 关系 
b 


n b 
o: B= 5 b> ， EV,. 


bs 
则 o 为 & 到 了。 上 的 同 构 映射 , 即 RV,， 因 此 任 一 % 维 线性 空间 
必 同 构 于 了。。 所 以 线性 空间 在 同 构 关 系 下 的 爹 系 不 变量 为 它 的 
维 数 . / 
”证 由 于 ay…yas 为 & 的 基 , 所 以 B 的 坐标 表达 唯一 ， 这 证 
明了 o 为 8 到 V。 上 的 一 一 对 应 ， 容 易 直接 验证 o 为 & 到 的 同 
ee 139 。 


构 陨 射 ， 证 完 . 
由 此 定理 可 知 , 在 同 构 意义 下 , 只 要 考 碟 线性 空间 了 就行 了 


SS604 子 空间 


定 尽 ”给 定 即 维 线性 空间 &， 议 S 为 & 中 一 个 于 集合 。 如 果 
了 产 107, 且 邹 中 有 ?个 辐 量 %1, 942，,…', 4r 线性 无 关 , 而 E 中 任 一 同 
量 b 和 &%1,…,Qr 线性 相关 ， 则 称 ac， oa 为 忆 中 极 大 线性 无 
天 部 分 组 . 

5| 理 6.4,1 设 有 为 如 维 线性 空间 8 中 子 集 合 . 如 果 人 天 {0)}， 
0 0r 为 各 中 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， 则 信 中 任 一 问 量 为 &1,…， 
ar 之 线性 组 台 , 且 1 委 " 委 2. 

证 ”由 定理 6.1.4 可知 1 委 ” 委 2. 任 取 <S ,由 极 大 线性 无 
关 组 之 定义 可 知 及， car 线性 相关 ， 于 是 存在 不 全 为 零 的 数 
0, Qi, 0r， 使 得 08Taan 十 … 十 ora 二 0， 由 aar 线性 无 关 
可 入 2 天 0, 因此 1 为 or 的 线性 组 合 ， 证 完 . 

定义 ”给 定 % 维 线性 空间 吕 ,& 中 子 集合 称 为 子 空间 ， 恕 
果 有 

(1) ww 十 PERI，VYa PER,, 

(2) ax€ER,, YoEQI, 数 a 

5| 理 6.4.2 2 维 线性 空间 的 子 空间 & 为 线性 空间 ， 当 
& 关 {40}, 则 名 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 &1,…, 9; 为 线性 空间 &% 的 
基 ， 所 以 dim&i =7? 委 2 一 dim&， 又 在 &: 中 任 取 基 B1,…,B.， 则 
存在 & 中 辣 量 CO 使 得 DOP 为 & 的 基 。 

证 ”由 子 空间 及 线性 空间 的 定义 ， 由 极 大 线性 无 关 部 分 组 的 
定义 以 及 定理 6.1.4 便 证 阴 了 引 理 ， 证 完 ， 

定义 给 定 维 线性 空间 &， 记 总 为 中 中 子 集 合 . 在 扣 中 
任 取 有 限 个 同 量 作 各 各 可 能 的 线性 组 合 ， 们 全 体 构 成 的 集合 记 . 


。I140 。 


帮 [@], 则 [Sj 称 为 由 线性 生成 的 子 集合 . 

引 理 6.4.3 设 亿 为 n 维 线性 空间 的 子 集合 , 则 由 人 线性 
生成 的 子 集合 [ 信 ] 为 的 子 空间 ， 当 = (0}， 则 [名 ]= {0}; 当 
名 取 {0}, 则 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 为 子 空间 [号 ] 的 基 ， 

证 由 线性 生成 的 定义 及 子 空 间 的 定义 可 知 [G] 为 中 的 子 空 
间 , 显然 当 名 = {0}, 则 [ 信 j]={0}, 设 信 去 {0}, 设 1,…,@s 为 所 的 
极 大 线性 无 关 部 分 组 .于 是 所 中 任 一 元 为 ac or 的 线性 组 合 ， 
因此 中 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 仍 为 a),…,a; 的 线性 组 合 , 所 以 
[Sj 中 任 一 元 为 %1…,Q; 的 线性 组 合 ， 这 证 明了 1,…, or 为 [SS] 
的 一 组 基 ， 证 完 ， 

注意 引 理 6. 4. 1 和 引 理 6. 4. 3 并 没有 回答 是 否 存在 极 大 线性 
无 基部 分 组 . 这 个 回答 是 肯定 的 , 事实 上 ,我 们 有 

5| 理 6.4.4 设 人 5 关 {0} 为 n 维 线性 空间 中 子 集 合 , 则 在 全 
中 存在 极 大 线性 无 关 部 分 组 ; 且 名 中 任 两 极 大 线性 无 关 部 分 组 中 
器 量 之 个 数 相同 , 记 作 ”, 则 1 委 " 委 w, 且 

dim([G]) =7. 

证 今 所 天 {0}， 所 以 在 台中 存在 非 零 向 量 w， 它 线性 无 关 . 
如 果 各 中 任 一 向 量 与 w 线性 相关 , 则 {ai} 为 极 大 线性 无 关 部 分 组 . 
否则 , 在 作 中 存在 向 量 ws 和 a 线性 无 关 ， 注 意 到 dim& 一 n, 所 以 
中 中 任意 % 十 1 个 向 量 线 性 相关 ， 因 此 仿 中 任意 2 十 1 个 向 量 线性 
相关 ,所 以 我 们 从 i 出 发 ,依次 选取 下 去 ,最 后 可 证 存在 ?个 向 量 
0 or 线性 无 关 ， 且 令 中 任 一 向 量 和 @%1,…,&; 线性 相关 ， 这 证 
月 了 &1,…, ar 为 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 , 自然 1 和 7 委 0. 

由 5| 理 6. 4.3， 中 任 一 组 极 大 线性 无 关 部 分 组 为 由 祁 线性 
生成 的 子 空间 [人 Sj 的 基 ， 这 证 明了 狐 的 任 一 组 极 大 线性 无 关 部 分 
组 中 向 量 之 个 数 都 等 于 dim([S])， 证 完 . 

定义 ”在 1% 维 线性 空间 中 取 定 向 量 组 {0@1,…,Qr} 和 {BB1,…， 

* 了 了 了 。 


有 :}， 如 果 每 个 By,j=1,…,s 都 是 …，a; 的 线性 组 合 ， 则 称 
{B1,…, 有 由 {cb ar} 线 性 表 出 ， 

定理 6.4.1 ( 壕 换 定理 ) 在 x 维 线性 空间 8 中 取 定 名 个 线 
性 无 关 的 向 量 1,&z，…, Gm， 任 给 向量 组 {B1,…, Bs}， 如 果 {&i， 
…, Qnj} 由 {Bi,…, Bs} 线性 表 出 , 则 m 考 s， 且 在 {B1,…,B。} 中 存在 
子 集 合 {p;,， ”9 bi,}, 1 i 使 得 在 子 集合 {Bi， ">- 
Bs} 中 除去 向 量 B，,…,B，， 用 wy pan 的 替换 ， 这 样 得 到 的 新 : 
的 向 量 组 和 {PB1,…, B,} 可 以 互相 线性 表 出 . 

证 ”由 条 件 


上 * 
i= anpBs, t=1,2,.",% 
j=1 


于 是 有 sx 和 惩 阵 


引进 zw 个 独立 未 知 数 zb zwm。 于 是 由 > ,20 = 二 0 有 2 一 0 py 


Xm 二 0, 今 
hh 佛 志 8 专 \ 
人 > 010 一 >a? > asibs = > 3 
t=1 i 二 1 j=1 1=1 “i=1 
考虑 齐 次 线性 方程 组 


Slayz, =0, 7=1,2, "3, 
如 果 它 有 非 零 解 2Z1 一 世 1 》 ,Xm= Xm , 那 末 zr 9"""9 Xm 
不 金 为 零 , 且 访 ,zi0s =0， 这 寻 出 矛盾 ,所 以 证 明了 这 个 齐 次 线性 


方程 组 只 有 零 解 ， 此 即 m 一 rank(4) 天 0， 因 此 证 明了 sx 和 惩 阵 
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卫 的 秩 为 于 是 双 委 s， 且 在 4 中 存在 一 个 和 阶 子 式 不 等 于 零 . 
为 寺 论 方便 起 见 , 无 妨 假设 


Qi [ 硬 昌 Gim 
dmi1 *** Gmm 


记 B= A 一 《7 则 有 : 对 7 一 |， 2， "> 0 


bi= D164Br= >(> cl je， 


一 1 \t =1 


一 brs (Sanp, = 人 ,61 (a:- ， 之 ， cup 

这 证 明了 {B61,…, bm, Bm+1,，…, PBs} 可 由 (GD ***, Oms por … Pp:} 线 
性 表 出 ， 证 完 . 

于 是 有 

定理 6. 4.2 ”线性 空间 中 中 两 个 线性 无 关 疝 量 组 {a1,…, am}， 
{B61,…,Bs} 如 果 可 以 互相 线性 表 出 , 则 有 m=s. 

证 ”由 定理 6.4.1, 有 m 二 s,s 万 m， 证 完 ， 

定理 6.4.3 给 定 nxm 和 矩阵 


则 2 个 行 回 量 


的 极 大 线性 无 关 部 分 组 中 向 量 之 个 数 等 于 rank(4)， 且 m 个 列 
操 量 


* J43。 


(1 
Hs = : EV ,, 7 三 工 2， “*", 
Un 


的 极 大 线性 无 关 部 分 组 中 问 量 之 个 数 也 等 于 rank(4)., 

证 由 于 rank(4) =rank(4). 而 4 的 列 疝 量 为 4 的 行 癌 量 ， 
所 以 只 要 证 明 前 一 断言 台 够 了 , 为 讨论 方便 起 见 ,无妨 设 4(12 7 
关 0,7 一 Tank(4)， 下 面 是 证 coy 线性 无 关 ， 事 实 上 ,如 果 线 


性 相关 ， 则 在 在 人 个 数 CI Cr， 它们 不 多 为 零 ， 目 > ,aiai 一 0. 所 
$=1 
以 这 jaiay 二 0,1 志 7) 万 m， 这 证 明了 齐 次 线性 方程 组 Sawyxi 二 0， 
i=1 t=1 


1<j<m 有 非 零 解 ， 而 了 lwsri =0, j=1,…,? 的 系数 逢 降 的 行列 


式 为 4(12…?) 隆 0， 由 Cramer 法 则 可 知 它 只 有 和 震 解 , 这 和 co 
G+ 不 全 为 堆 才 慎 ， 所 以 41,…, Qt 线性 无 关 ， 显 然 为 了 证 明定 理 ， 
只 要 证 明 {Q@1,…,Q@r} 为 {o ao oan 的 极 大 线性 无 关 部 
分 组 就 够 了 , 即 只 要 证 明 ww 与 a,…,&; 线性 相关 ,其 中 r 二 1<j 委 
n。 9| 进 7 十 1 个 独立 未 知 数 zy Yi，，… xr, 车 


人 > 0 十 vj0; 一 0, 


1=1 


则 有 


Dj riaist Tag =0, k=1,2,'*.,m 


YY 一] 


它 的 系数 矩阵 为 


dl oy Cr CH \ 
. . . 4 , 
dm Ham 2*** Grm |/ 
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铁 为 7， 未 知 数 个 数 为 "十 1， 所 以 解 依赖 于 (7r 十 1) 一 "=1 个 参 
数 . 这 证 明了 它 一 定 有 非 零 解 ,所 以 a1,…, ar,0; 线性 相关 ,7 十 1 志 
7 二 证 完 ， 

推论 ” 设 2x 丈 矩阵 4 的 秩 为 ?>， 则 4 的 所 有 行 回 量 线性 生 
成 了 VV， 中 ?7 维 子 空间 ， 所 有 有 列 向 量 线 性 生成 了 TV, 中 7 维 子 
空间 . 

定义 记 & 和 2% 为 % 维 线性 空间 名 中 两 个 子 空间 ， 则 子 集 
合 & 和 &s 之 交 信人 站 仍 为 子 空 间 , 称 为 号, 和 2%; 的 交 . 

由 定义 可 知 , 任意 多 个 子 空 间 之 交 仍 为 子 空间 . 

定义 ” 记 S 和 %, 为 n 维 线性 空间 8 的 两 个 子 空间 ， 则 8, 和 2。 
之 和 为 子 集合 

Qi + = {gt+ pIvVacdR, PER,}. 

由 定义 可 知 子 空间 之 和 仍 为 子 空 间 ， 所 以 有 限 多 个 子 空间 之 
和 仍 为 子 空 间 , 且 关 于 子 空间 之 交 及 和 还 有 性质 

(1) RPR 一 Re 站 Q; 

(2) (Ri 站 8a) NN R= (RN Ys); 

(3) RQ 二 d= dQ; 

(4) (8& ,十 Qi ) 十 Re 一 SI 十 (Q2 十 Qa); 

《5) 记 0 为 由 零 问 量 构成 之 子 空 间 , 则 有 

Ri 十 0=0 十 QI 一 Qi， 
关于 维 数 ,还 有 
定理 6.4.4 设 &, 和 % 为 n 维 线性 空间 % 的 子 空间 ， 则 有 
dimvi 二 dim 一 dm 站 ) + dim (dT,). 

证 已 知 &imngs 为 & 及 & 的 子 空间 ， 在 &ing&s 中 取 定 基 
ap 在 &， 中 补足 B61…, 8 使 wub wp 为 Qi 的 
基 ， 在 &s 中 补足 71,…; 7 使 wa op 为 的 基 . 于 
彗 dimRiTdim&a 一 dim(Si 人 2) 二 ?十 8s 十 t, 所 以 为 了 证 朋 和 定理 ， 

»145。 


™ UT a re ie pe i ph 


只 要 证 CGI ys Pi,** ,ps Vis), 为 外 十 各 之 基 整 够 了， 由 
LY 十 六 人 2 之 定义 可 知 ， 十 入 中 国 量 和 都 是 wb… **s Oy, bi, "yg pb,, 1s 
2， 之 线性 组 合 ,于 是 问题 化 为 证 明 它 们 线性 无 关 . 今 若 


7 s f 
2 omit 2bPs+ Dycrys=0, 
ti=1 了 7= 1 万 =1 
则 ceyx 一 之 ii 一 bbe 站 &. 由 于 1p, Gr 1 


?5 线性 无 关 , 便 证 明了 cc 一 0， 于 是 六 Git 十 > bspbi=0. 


t=1 


由 %1;…，0r, 1，…, Bs 线性 无 关 ， 所 以 41=… 二 a 二 0,b 了 1 二 …= 
20。 二 0 这 证 明了 1,*…,91,B1,…, Bs，Y1，…, ;线性 无 关 , 即 为 
1 十 2% 之 基 ， 证 完 ， 

定义 1 维 线性 空间 名 中 子 空间 i 及 名 之 和 十 称 为 直 
接 和 ,如果 %, 门 8 二 0、 这 时 记 作 &， 加 

推广 这 个 定义 ,有 

定义 2 维 线性 空间 & 中 于 空间 DA 之 和 


站 
&o 一 Qi 十 Qs 十 … 十 史 一 > 19; 
1=1 


称 为 直接 和 , 如果 
dimaQo 一 dmRi 十 dimR 二 十 dimQ， 
这 时 记 直接 和 为 
Qo = RDP DY, 一 人 >， QQ, . 
i1=1 

定理 6.4.5 设 8,，&，，…, &, 为 n 维 线性 空间 中 的 子 空间 

关于 Rs wy ,之 和 80= 3718， 下面 四 性 质 互相 等 价 ( 即 直 接 
1=1 


和 有 四 种 互相 等 价 的 定义 ) 
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} 
(1) dim®o= > dim®,; 
j=1 


(2) 设 Qj1s 人 和 mn 为 LQ 的 基 , 7 三 1， 2，…， t， I 


Ci 


为 So 的 基 ; 
(3) 者 > ,ai 一 0, 其 中 过 则 有 xy 一 0, 7] 一 1， 
1=1 
2,***, t; 


(4) 任 取 saE&ow 则 wx 可 唯一 分 解 为 4 二 > ay， 其 中 xiE&， 
1=1 


“OEQ,. 即 车 a 二 37By, 其 中 有 ER peER, 全 有 bjy=0;, 
1< 7)<t. | 

证 “ 先 证 (1) 和 (2) 等 价 ， 今 若 dim&u= dimay 由 于 和 的 
定义 ，&oe 中 辐 量 为 al …, Qi Q41，"… Qin, 的 线性 组 合 。 于 是 
gins 19…s Qin, 中 极 大 线性 无 关 部 分 组 为 8 之 基 ， 由 
dimRu= dim&,， 所 以 极 大 线性 无 关 部 分 组 之 个 数 dim8。= 


j=1 


oo 


Pm. 这 证 明了 ai pi 24 "Win, 线性 无 关 ， 即 为 之 
~ 基 反之 ,各 GD Win9 94",0sn, 为 Q 之 基 , 于 是 dim&Ro= 
> w= Pdimg, 证 完 ， 

| 下 面 证 由 (2) 可 推出 (3)， 由 (3) 可 推出 (4)， 由 (4) 可 推出 (2). 
于 是 (2), (3),(4) 互 相等 价 . 


先 由 (2) 推 (3). 今 &jEQy, 所 以 0 二 > ,aypQys 1< 1 而 
b=1 


* JA47 +* 


0 一 > -= Pane 由 于 (27) 成 立即 cil，， 1 


=1 KL=1 
Qin, 为 基 ， 所 以 ai 一 0，1 委 8 委 01，1 委 JJ) 过 上 这 证 明了 &j 二 0， 
1<J<t. 


: i 
再 由 (3) 推 (4)， 若 ay, DiEQi1 委 7 和 六 旦 ac== > 0y= >》 ~. 
=1 必 二 上 


于 是 >， (@j— by) 一 0， 其 中 rs 一 0 一 让 ERh， 1<y<<t. 由 > ps;=0 
了 一 1 1=1 
及 (3) 可 知 y; 一 0, 此 即 Bj 二 %ys1 志 1 声 t. 这 证 明了 分解 的 唯一 性 
最 后 由 (4) 推 (2), 已 知 任 取 aE8o, 则 有 a= > laj， 且 分 解 唯 
j=1 


一 ;其 中 QB, TSIEL,. 在 3; 中 取 基 oj jn Y= 1, 2 
显然 Gil 让 3 Qi "sD en, 线性 生成 局 问题 化 为 证 四 尼 2 
是 An0 的 一 组 基 ， 今 藻 有 数 (jks 1< kny, 1<7<i, 及 Sa 


1=1 b=1 


和 


一 必 、 由 于 Dass eyER ,于 是 0 二 @1 十 … 十 %:， 由 分 解 唯 一 性 ， 
有 9%; 二 0， 1< I<t. 但 是 az … Qjny 为 Qi; 的 基 ， 所 以 由 0=&j= 


Sa 有 ay 二 0,1 志 过 Wy,1 志 I] 志 tt。， 这 证 明了 ao …， Rin, os 
t=1 
Qi， Gin, 为 的 一 组 基 , 证 先 ， 

推论 ” 当 t=2 时 ,上 面 关 于 直接 和 的 两 种 定义 互相 等 价 ， 即 
dimRi 二 dimS=dm(CR 十 R2) 当 旦 仅 当 Ai 站 :=0. 

证 这 是 维 数 公 式 dimR& 二 dim:=dimR 站 ns 二 dim(Ri 十 
&,) 的 直 楼 推论 ， 证 先 
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习题 6. 4 


1。 试 判断 2 维 线性 空间 VV, 中 下 列子 集合 是 否 构 成 子 空间 ?如 果 是 , 试 
确定 其 维 数 并 找 出 一 组 基 ; 如 果 不 是 , 试 写 出 它 线性 生成 的 子 空间 , 并 确定 维 
数 和 找 出 一 组 基 . 

(ji) {la Gr Grr Ca) 十 … 十 Or 一 0 

(这) 全 个 坐标 同时 大 于 零 的 向 量 全 体 ; 

(ai) 2 个 坐标 同时 小 于 零 的 向 量 全 体 ; 

(iv) 2 个 坐标 中 前 7 个 坐标 大 于 零 , 后 4 一 个 小 于 零 的 癌 量 全 体 . 

2, 谤 Ci19 9 人 7 为 维 线性 空间 2 中 ? 个 线性 无 关 的 向 量 ， 记 和 为 由 
Cs pO, 线性 上 生成 的 子 空间 ， 在 总 中 取 ayco 使 得 clip Qr Crriy 
Cn 为 驴 的 基 ， 则 中 中 辐 量 属于 8: 当 且 仅 当 它 关 于 基 cl，…，cn 之 华 
标 为 


Xi 


Tr 
ot 
0 
3。 设 4aiy，…， Qnr DO， 及 ,为 如 维 线性 空间 中 两 个 同 量 组 ， 设 后 
一 组 由 前 一 组 线性 家 出 ， 试 证 :后 一 组 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 的 同 量 个 数 不 
多 于 前 一 组 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 的 向 量 个 数 ， 
4， 设 8u8&828s 为 1 维 线性 空间 名 中 三 个 子 空 间 ， 试 证 : 
《1) 名 十 4 十 十 & 一 & 
(2) 总 全 总 和 站 二: 一 总] 
(jii) 8 十 下 一 中 十 QI 一 8; 
(iv) 1 有 一 Si 一 4 
(VvV) 88R) TCR 二 RS， 何 时 相等 ? 
(vi QIn& TSnmngRcCRi 站 CR 十 &， 何 时 相等 ? 
(vil) & 门 8 = 8&; 十 &: 当 有 旦 仅 当 只 ,一 4.，. 
5. 设 &: 为 和 维 线性 空间 中 的 子 空间 , 试 证 : 存在 8 的 子 空间 &:， 使 得 
一 ,D8, 为 子 空 间 的 直接 和 ， 它 唯一 吧 ? 
7 了 A9。 


6， 设 名 ,2,， … 为 了 维 线性 空间 2 中 i 个 子 空间 ， 试 证 : 下 面 性 质 
互相 等 价 : 


、 
(1) dim(8 十 2 十 … 上 8) = 之 jdim8;, 即 8 十 … 十 &, 为 子 空间 的 直 
14=1 


接 和 ; 

(2) 8 站 (8 十 十 -1 十 是 1 十 和 … 十 &) 一 0，1 魏 7 魏 性 

(3) &,N 8,=0, (22,) (| 2=0,.…, (8 21) 8,= 0. 

7. ?2 维 线性 空间 全 中 子 空间 & 称 为 真子 空间 , 如果 8 隆 8。 记 名， 3 
… 和 为 下 中 真子 空间 ， 试 证 : 

(i) 存在 8 中 向 量 a 使 得 a&8), 1 委 J 雪 与 

(并 ) 在 中 存在 基 city …y Cn 使 得 aj&8;, j=1,2,…, 

3。 设 8,, 2,,…, ,为 2 维 线性 空间 号 的 子 空间 , 且 有 8C2.U… UR,. 
试 证 : 存在 1,2,…,t 中 指标 i, 使 得 CQ 

9， 试 证 : 实 对 称 方 阵 及 Hermite 方 阵 都 有 一 个 阶 数 等 于 秩 的 主子 式 不 - 
鲜于 零 . 


$0.53 线性 方程 组 求解 的 几何 理论 


定理 6.5.1 给 定 m 个 独立 未 知 数 x1,x2,…,XYm, 7 个 方程 构 
成 的 线性 方程 组 
47 一 CQ. 
记 c:，… xn 为 系数 矩阵 4 的 mr 个 列 向 量 ， 则 线性 方程 组 4z = 人 
有 解 的 必要 且 充 分 条 件 为 ，& 是 @1,…, qm 的 线性 组 合 ， 此 即 系数 
算 阵 4 与 其 增 广 矩 阵 4= (4,a) 之 秩 相同 . 
证 充分 性 显然 ,必要 性 让 朋 如 下 : 今 A7=& 可 改写 为 


Nh 
w 一 > ,LKy. 
1=1 


所 以 有 和 鲫 当 且 仪 当 & 为 @1，…', om 的 线性 组 合 . 此 即 了 。 中 阿 量 组 
化 1， , an 的 极 大 线性 无 关 回 量 组 也 是 了 ， 中 辣 量 组 0 0 时 
极 大 线性 无 关 向 量 组 ， 由 定理 6.4.3， 所 以 系数 第 阵 4 和 增 广 矩 


es。 了 了 70。 


阵 4= (4, a) 之 秩 相等 ， 证 完 / 

定理 6.5.2 给 定 n 个 独立 未 知 数 zy zo，…zmn 个 方程 构 
成 的 线性 方程 组 

Az =0, 

则 它们 的 通 解 构成 V 中 子 空间 , 维 数 等 于 m 一 rank (4)， 且 基础 
解 系 为 此 子 空间 之 基 . 

证 记 #%x 匈 和 珑 阵 4 的 和 个 列 向 量 为 gx 则 齐 次 线性 
方程 组 4z 一 0 可 改写 为 

2Z1G1 十 Tn = 0. 

在 了 ,中 向 量 组 wb … “sim 中 任意 取 定 极 大 线 性 无 关 部 分 组 ， 为 讨 
论 方便 起 见 ， 无 妨 设 a1/，…，Q; 为 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， 由 定理 
6. 4. 3,7= 二 rank(4). 由 极 大 线性 无 关 部 分 组 之 定义 可 知 


> 
4%y 一 > Qt 了 7 一 了 十 1 ,Im 
k=1 


1 


TT nm 
= 之， tj = 之 41271705 + 人 > ， 3 DrzQk 


了 =1 了 二 1 JJ=Y+] = 


-P(t 2 TeDps he 
由 于 人 19 “Cr 线性 无 关 ， 所 以 有 


1 


wj 一 一 >, ridrs, 1<7 7. 


k= 和 ?+1 


记 ejEVm, 其 中 e; 的 第 了 个 坐标 为 1, 其 余 坐 标 为 零 ,1<j<m。 


mm 


过 一 co= 了 Tie; 十 Si ries 


j=1 = 了 十 上 


-一 (- > ID je+ Sr Zer 
1 


£=7+1 下 一 了 二 


“23 


5=r+l i=1 
记 
有 .一 er > bies, r 二 1km， 
即 有 
7 二 bb3 Leb 


由 于 zr+1…252m 可 任 取 .这 证 明了 通 解构 成 由 Oo 线性 
生成 的 子 空间 . 于 是 brii,"*…*，pbm 是 基础 解 系 . 余下 证 Prris '**, 


bm 线性 无 关 ， 事实 上 ， 若 存 在 常数 by+1s ***, Om 使 得 之 bsp; 一 
0, 此 印 


= 此 = 了 十 1 


0= > bP = 3 A De) 


一 (> >, (— pb) je 3 brer. 


= 二 1] 2 二 二 1 
由 于 E19"*", Cm 为 Vn 之 基 ， 这 证 明了 brii=*** 一 0m 一 0， 所 以 Di 
bn 线性 无 关 . 证 完 . 


习题 6.5 


1， 记 护 = 二 {zoEVm14Bzo= 二 0}, 其 中 4,B 分 别 为 ?7X%，nXm 算 了 泗 ， 试 
证 : V, 中 子 集 / 
一 1YET 1 一 Bzr，VzE& 
为 子 空间 , 且 有 
dim®, =rank(B)—rank(AB). 
用 此 试 证 明 ; 对 任意 三 个 % 阶 方 阵 4,B,C, 则 有 
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rank (AB) +rank (BO)<rank(B)--rank (ABO). 
试 另外 用 算 阵 在 相抵 下 的 标准 形 来 证 明 这 个 不 等 式 , 且 比较 何者 简单 ， 
2， 符 号 同 第 1 题 。 试 证 : rank(4AB) 一 rank(B) 当 且 仅 当 由 A4Bx = 二 0 可 
推出 有 8z 一 0， 
3， 设 4, B,C 分 别 为 mXn,nXPp，2pXg 矩阵， 试用 本 节理 论证 明 ; 阁 
rank(B)=rank(4B), 则 有 rank (BC) ~rank( ABO )., 
4， 设 4 和 BB 分 别 为 sXn 及 tiXn 集 阵 ， 记 是 ! 和 名, 分 别 为 1 维 线性 空 
同 了, 中 子 空间 , 且 %1 为 齐 次 线性 方程 组 47 ==0 之 解 空 间 , 呈 ;为 齐 次 线性 方 
程 组 B+ 二 0 之 解 空 间 . 试 构造 一 个 齐 次 线性 方程 组 ， 使 得 它 的 解 空 间 为 六 ， 
中 子 空间 站 久 ; 另外 构造 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 得 它 的 解 空 间 为 
2 十 号 :. 
5 设 4, B,C 分别 为 mXn,nX2,nXg 矩阵, 且 . 
rank(A)+rank(B)=n, AB=0, AC=0., 
试用 本 节理 论 来 证 朋 ; 存在 7Xg 矩阵 D, 使 得 C=BD， 且 唯一 在 在 ?2X9 和 矩 
陈 DD 的 必要 且 充 分 条 件 为 Tank(B8)=p. 


e J53« 


第 七 革 线性 变换 


87.1 线性 变换 


定义 ”线性 空间 到, 内 的 映射 称 为 零 映 射 ， 如 果 它 将 %， 
中 每 个 向 量 都 映 为 8 中 的 零 向 量 , 零 映射 用 通常 的 数 0 符号 来 玫 
示 ， 这 样 并 不 会 产生 混淆 的 . 线性 空间 久 到 自身 内 的 零 映 射 称 
为 零 变 换 . z 

定义 ”线性 空间 & 到 自身 上 的 映射 称 为 恒 等 变换 ， 如 果 它 将 
多 中 任 一 向 量 都 映 为 自己 ， 恒 竺 变换 总 用 符号 i4 来 表示 ,确切 地 
可 表 为 ids. 

定义 ”线性 空间 &% 到 %。 上 的 映射 r 称 为 可 逆 的 ， 如 果 存 在 
2%, 到 和 上 的 映射 r, 使 得 

TO 一 1ds， 

这 时 7+ 称 为 o 的 北上 映射 , 记 作 oo- 

引 理 7.1.1 o 为 线性 空间 & 到 &。 上 的 可 拥 映射 当 旦 仅 当 

0 为 Si 到 % 上 上 的 一 一 映射 这 时 逆 映 射 了 唯一 存在 , 且 有 
OT 一 108,， 

证 寿 c 为 凡 到 % 上 的 可 道 责 射 ， 即 存在 &: 到 & 上 的 映 
射 z， 使 得 ro=4ds,， 下 面 来 证 o 为 一 一 映射 ,事实 上 ， 任 取 
,BE 使 得 0 (4) 二 ao(p) = 二 6E9,, 于 是 7(6)= 二 To (g) = 二 ro(B). 由 
于 rc 一 ?de 因此 w= Oe ng 反之 ; 否 0 为 9 
到 上 的 一 一 映射,o (1) = 8。 任 取 BER,, 则 存在 &&E%,， 全 得 
Ood) 三 有 由 5 一 一 ,可 知 % 唯 一 存在 ,因此 r:B->a 为 &s 到 & 内 
。754。 


的 映射 , 且 g=7(pB)=7T(o(@))==ro (gq). 但 是 o(@&%)==% 告诉 我 
们 , 当 刀 过 历 ~2 时 ,4 万历 Xi, 所 以 7 为 到 上 的 映射, 即 =To (a)， 
Yagt~1。 这 证 明了 ro=ids,, 即 o 可 道 ， 且 7 为 o 的 道 映 射 ， 下 
面 证 赣 喘 射 唯一 . 今 奉 另 有 & 到 & 上 的 映射 Ti 适合 T10 二 ils，,， 
于 是 ro( 二 T10 (8@) 二 &, yacRi. 由 0 (R80) = ， 所 以 任 取 PER。， 
则 有 rz(O=rCO， 即 证 明了 r=ri。 最 后 证 07 二 ids。, 今 已 知 
ro 一 ?ds ， 于 是 任 取 waER， 有 rc(a)=a， 因 此 (cr) c(a) = 
cro(o)) 一 IC(a)， 由 CD)=R 可 知 ar(D)=0YVOER， 这 证 
明 」 or 三 ?208 证 完 . 

显然 , 零 映 射 和 恒 等 变换 都 是 线性 的 ,但 是 可 逆 映 射 一 般 不 是 
线性 映射 . 

设 5 为 线性 空间 &l 到 8 内 的 线性 映射 ， 由 定义 可 知 下 列 性 
质 成 立 : 

(1) 任 取 数 01， bs, 四 0 任 取 bi, pb2, 的 prER,, 则 有 

o (S18)) = 80 (B). 


一 

(2) 营 ,中 向 量 81,…，p, 线性 相关 , 则 &a 中 向 量 0(B1)， 
…,0(B;,) 也 线性 相关 ， 因 此 若 o(B1)，…，o(B.) 线 性 无 关 ， 则 
PB,…, B; 也 线性 无 关 . | 

注意 , B,,…B; 线性 无 关 , 推 不 出 0(B1),…,0(B,) 线 性 无 关 ，、 
又 0(B,),…,0《B;) 线 性 相关 , 推 不 出 B81,…, B; 线性 相关 ， 

(3) cf = {o(m) |YaER1) 为 的 子 空间 ， 称 为 c 的 象 
空间 . 

(4) ker(o) =0-'(0)= {PpERQ11o(B) =0) 为 的 子 空间 , 称 
为 ca 的 核 . 

利用 c 的 核 , 我 们 可 以 描述 完全 原 象 . 

(5) 任 取 BEo (8%,) C3, 则 BB 的 完全 原 象 

es 了 5 w 


0 (PA)= tad,|o (a)=p} 
非 空 ,在 其 中 任意 取 定 问 量 0%, 则 
o-1(f)=aot ker(o) = {fao 十 aERI| YaSEKker(c) 
定理 7.1.1 在 线性 空间 &, 及 &s 中 分 别 取 定 基 {&1,*…, mj}， 
(B81,…, Bs}, 则 号 ; 到 %, 内 的 线性 映射 c 有 


0 (Qi) = Sap,, $=]1,2,.…,m 
j=1 
于 是 和 在 基 {an 0 和 (人 Bn} 下 和 nxm 站 阵 


的 LI 
A=| : : 


dni ** Gnm, 

间 有 一 个 一 一 对 应 关系 ， 所 以 2 xm 什 降 4 称 为 线性 映射 o 在 基 
{61 "sy Gm}, {pi, "ys p. 上 下 的 矩阵 表示 

证 由 Bb, ”9 br 为 基 ， 所 以 0—>4 为 映射 ， 它 一 一 . 事实 上 ， 


若 r->4r 为 &% 到 内 的 线性 映射 ， 则 (ay) = Sgypy, rt (i) = 
j=1 


Sap,, 1 < 1 <m, 这 证 明了 


j=1 

0 (8) =T(0), 2=1,2,.…,m 
对 & 中 任 一 元 a 一 之 ,0i0i 则 Cr (@&) = > ,ai0 (0i) = 2 0iT (qi) 一 
Tg)， 这 证 明了 ac=z 所 以 映射 o>4 为 一 一 上 映射 ,最 后 证 这 是 线 


性 映射 集 到 2x 和 矩阵 集 上 的 映射 ,事实 上 ， 任 取 2xm 和 矩阵 
B= (0 作对 应 


1 
ai > > bsiBs, 2 一 工 2 
j=1 


难 及 任 取 aER, 作 对 应 
* 15356。 


Th 加 1 
C= PaiG > > > 0b; 
i=1 z . 


tt 41 
它 给 出 了 3 到 2; 内 的 单 值 映射 . 由 直接 验证 可 知 它 是 线性 映射 ， 
记 作 二 这 证 明了 : 任 给 nxm 矩阵 B, 存 在 线性 映射 5: 史 ->%,, 使 
得 二 有 和 撼 阵 表示 B, 所 以 证 明了 定理 .证 完 ， 

由 于 线性 映射 的 矩阵 表示 和 基底 选取 有 关 , 很 自然 地 , 当选 取 
不 同 基 时 , 矩阵 表示 如 何 改变 , 便 是 一 个 重要 问题 . 

在 Si 中 取 定 基 {c，…，am，{al ，…，coj， 在 8s 中 取 定 基 . 
{B11,…, Bn},{B1,…,Brn}. 于 是 有 基 变 换 公 式 


产 和 
= > Dji05， 1<1<m, 
j=1 
入 
着 \ | 电 a 
pp: -一 Dan l < sn . 
1 


= 


已 们 分 别 对 应 非 郑 方 阵 


Pi *** Pi [G11 Lin 
Dmni “"* Prm Gn!l "°°* dnn 
现在 给 定 Qi 到 &s 内 的 线性 映射 0, 于 是 有 


CO 《ci 一 > djipj， lm , 
j=1 


0 (1) 一 3 biibBy ， 1l<i<m, 
了 一】 


/9 “Him \ Di *** bim 
和 | : 
Qo 0 De 
分 别 为 线性 映射 r 在 基 {a，… Ga， (8 Bo} 以 及 {1 co 


名 1357 各 


共 中 


{Bi ，…, Br} 下 的 矩阵 表示 ， 
定理 7.1.2 符号 同上 , 则 有 
B=0-'4AP, 


go (ai ) = (32 pe )= > psio (0;) = >, pisi jarsbs 
一 > (> ups jn 
1=1 


另 一 方面 ， 
0 (Qi ) 一 > Di; 一 > ， Dj; > ,ghj 一 > (> gbss jp 
j=1 1=1 8 =1 k=1 \ j=1 
这 证 明了 


mn n 
Dy arbsi = qubis 1<i<m,1<hn. 
了 =1 j=1 


即 有 4P 一 8B， 由 @ 非 异 , 所 以 有 8 二 8 4P. 证 先 . 

由 相抵 下 标准 形 理 论 , 立即 有 

定理 7.1.3 ” 设 o 为 线性 空间 & 到 &。 内 的 线性 映射 , 则 在 名 

&， 中 分 别 存在 基 {a anj,{6 8， 使 得 和 关于 这 两 组 
基 的 系 阵 表示 为 标准 形 
I‘r 0 
( 中 

的 此 有 


rr(a)= 有 Bi，1 过 ?1 委 >， 0o(ai) 王 0， r+1<1<m, 
于 是 co 之 象 空间 o(®1) 为 & 中 以 BP,…，P;: 为 基 的 子 空间 ， 又 0 
之 核 空间 ker(o) 是 & 中 以 ar an 为 基 的 于 空间 . 
定理 7.1.4 设 cz 为 线性 空间 & 到 &: 内 的 线性 映射 , 则 有 
dim®,=dim(o (®)) +dim(ker(o)), 
es 1938 ®。 


且 dimo (3) 为 0 之 任 一 秆 隆 表 示 之 秩 , 它 也 称 为 线性 映射 0 之 秩 . 
所以 o 为 到 上 的 线性 同 构 当 且 仪 当 0 (80) ==%%， 且 ker(c) 三 0. 

证 ”应 定理 7.1.3， 所 以 dim(ol&Q)) 一 7，dim(ker(c)) 一 
m 一 ?7， 于 是 dim (o(&1)) 十 dm (ker(o)) 王充 一 dimQRi，， 又 
dmCzGSi) =7=Tank(4)， 其 中 4 为 cr 的 任 一 和 抵 阵 表示 ， 证 完 . 

下 面 考 虚线 性 映射 o 的 坐标 表达 式 , 设 c 为 线性 空间 & 到 %， 
内 的 线性 映射 ， 在 8 及 8 中 分 别 取 基 {@1,…,Qm}, {PB1,…, PB,}. 
记 4= (4;;) 为 0 在 上 述 基 下 的 矩阵 表示 , 即 有 


o (gi) = Djasipy, VC=1,2,,m, 
了 = 一 


有 0 (4) 三 yj;B;， 所 以 


2 Yi2i= 0 (0) = > ri0 (ai) 一 >， 0505110，， 
一 1 


j=1 i=1 j=!1 


这 证 明了 


pf! 
Yi = > qjivi VE 
t=1 


ie 
/2 Yi 
Z 一 | : IC， y 一 | : |EV,, 
\» Yn 
则 上 式 可 写成 矩阵 形式 


2 一 4x. 
下 面 考虑 线性 变换 , 即 考虑 线性 空间 到 自身 内 的 线性 映射 
这 时 我 们 可 雇用 下 面 办 法 米 定义 线性 变换 .x 的 方 阵 表 示 ， 我 们 甩 
e 39 。 


定理 7.1.1 的 结果 ,立即 有 
定理 7.1.5 在 % 维 线性 空间 & 中 取 基 aa，…， ar， 则 往 
上 线性 变换 oo 有 


0 (0i) = Slane,, 1< 7 入 7， 
j=1 
于 是 线性 变换 o 在 基 {a1,…, Qn} 下 有 方 阵 表示 
G11 “°° Oiln 
dnit ”np 
且 对 应 o>4 为 R〖 上 所 有 线性 变换 到 所 有 %% 阶 方 阵 集合 上 的 一 一 
对 应 ,这 时 对 8 中 任 一 向 量 4= riQi, 记 o (0g) = 这 yw 且 记 
i =1 f=1 


则 有 
j= Ax. 
所 以 它 称 为 线性 变换 o 的 坐标 表达 式 
用 定理 7.1 2 之 结 采 ,立即 有 
定理 7.1.6 在 % 维 线性 空间 & 中 取 定 两 组 基 {ab aa} 和 
《Po pn}. 记 基 变 换 


B= Spray 1 <iAn 
对 应 的 芭 阶 非 学 方 阵 为 


‘Pn “*” Pran, 
»* 160°。 


则 兄 上 同一 线性 变换 .在 不 同 基 下 的 方 阵 表示 4 及 B 有 关系 
B=P-iAP. 

定义 % 阶 方 阵 4 和 B 称 为 相似 的 ， 如 果 三 在 % 阶 非 异 方 阵 

P, 使 得 
也 一 P-14P. 

由 这 个 定义 ,我 们 有 

定理 7.1.7 1 维 线性 空间 & 上 线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 
表示 互相 相似 . 

引 理 7.1.2 2 阶 方 阵 间 的 相似 关系 为 等 价 关 系 . 

证 显然 4 和 4 相似 ,这 证 明了 反 身 性 . 今 若 4 和 8B 相似 , 即 
存在 非 异 方 阵 P, 使 得 B==P-'4P, 于 是 4=PBP-!， 这 证 明了 B 和 
4 相似 , 即 证 明了 对 称 性 ， 最 后 , 若 4 和 互相 似 , 了 3 和 C 相似 , 即 存 
”在 # 阶 非 蜡 方 阵 己 及 如 使 得 有 =P 4P，C=g@ 3B8@， 于 是 有 C= 

@(P- 4PO=(PO)-4(P8@)， 这 证 明了 4 和 C 相 似 ， 即 证 明了 
传递 性 ， 证 完 ， 

定理 7.1.8 设 .s 为 % 维 线性 空间 & 上 线性 变换 ， 则 下 面 性 
质 互 相等 价 ; 

(1) .x 为 8 到 只 上 的 线性 同 构 , 即 必 为 到 史上 的 一 一 线性 
变换 ; 

(2) (QI) 一 即 好 为 足 至 & 上 的 线性 变换 ; 
(3) Ker(od) =0; 

(4) 在 & 中 取 定 基 aany 记 4 为 在 基 aa 下 的 方 
阵 表示 , 则 4 可 赣 . 

证 先 由 (人 ) 推 (2), 事实 上 ,由 于 线性 同 构 定义 要 求 .以 为 中 到 
兄 上 的 一 一 线性 变换 ,所 以 有 .%(&) =&， 再 由 (2) 推 (3)， 这 是 因 
为 由 定理 7.1.4 有 dim&=dimn(y(&)) 十 dim(ker(oj))、 香 由 
< 上 fg (&) 二 多 , 便 证 明了 dim (ker(eb)) 一 0， 所 以 Ker(eb) = 二 0， 再 由 


* 了 06。 


(3) 推 (4)， 事 实 上 ， 由 ker(.x) 二 0, 所 以 dim&=dim(w (2)) 十 
djm (ker(.))=dim.x (QR)， 而 dim.x (&) 等 于 上 的 方 阵 表 示 的 
秩 , 所 以 等 于 dim 吕 =n, 即 .以 在 基 ww 下 的 方 隆 表示 4 非 腊 ， 
最 后 证 由 (4) 可 推出 (1). 今 在 基 &1,…, Qs 下 线性 变换 .以 的 方 阵 表 
示 44 为 可 复方 阵 ， 记 4= (a;y), 4 = (05;)), 于 是 可 以 定义 上 线 
性 变换 双 , 使 得 它 在 基 1,…,&; 下 的 方 阵 表 示 为 4-!. 今 


E19 名 
-of (Qi) 一 人 oji0y， YL (ai) = by, 1 < < 
j=1 j=3 


天 1 有 Ci 
于 是 Ba (8) = BD) a B60 = Do = 1<ESn, 此 胆 
t=1 i=1 1=1 7=1 


(RK)=Q,. 0 又 
A (HK (Qi)) = (>) bjs) = 人 > Dyin (8j) = > Oji Farge 
j=1 1=1 4=1 5=1 


一 : >， Ori = i 
k=1 

(Lo 0,)) 一 雪人 ( > oji0j) = > 072 红 (an) = > Gis > bresoy. 

一 j=1 1=1 k=1 


了 一 | 


这 证 明了 .of (有 (人 (@)) = 到 (da)) 王 GIVEUR 所 以 A =id, .A = 
id， 此 有 即 又 = ， 所 以 为 & 到 只 上 的 一 一 线性 变换 ， 即 为 
线性 同 构 、 证 完 . : : 

定义 ”在 % 维 线性 空间 % 上 任 给 线性 变换 以 及 弥 ， 以 及 纯 量 
a, 则 | 

(1) 映射 

QO—>A (a) TY), YaER 

仍 为 & 上 线性 变换 , 称 为 线性 变换 和 双 的 和 ， 记 作 以 十 乡 ， 于 


® 和 2 


-是 有 
(十 至 )(a) ACIEE ACIH/ 3 | 
(2) 映射 
OC>A (LC0)), VaeRQ 
仍 为 & 上 线性 变换 ， 称 为 线性 变换 .和 和 的 乘积 ， 记 作 么 ， 于 
是 有 
/ (HL) (a) = A La)), YaER， 
(3) 映射 
一 >Uodf (0), YaER 
仍 为 & 上 线性 变换 ， 称 为 线性 变换 和 纯 量 的 绅 量 乘积 ， 记 作 
ab， 于 是 有 
(ab)(aj 一 aa(of(a))， VaeR, 
定理 7.1.9 在 2 维 线性 空间 & 中 取 定 一 组 基 {&,…, %;}. 
记 % 阶 方 阵 4 和 B 分 别 为 六 上 线性 变换 .和 郑 在 基 {@1,…,%,} 下 
”的 方 阵 表示 ,a 为 数 , 则 线性 变换 十 吧 , .区 ,ql 在 基 {01，…, cs} 
下 的 方 阵 表 示 分 别 为 4 十 B, 4B,aA4. 
| 证 i A=(ai;), B= (Di), 于 是 
(0;) ~ Sayay, (0;) = S60, 1 $n 
1=1 


j=1 


， 因 此 


(A i) xi) = .A081) + (mi) = 人 >， (@ys + bs) 0y, 
j=1 


(AHH) (01) = AL)) = f(D byi0s) 一 人 >， > braprasy 
1=1 1=1 b=1 
(gf) (01) =a(A (81)) = a arr 一 > (aqys) oy 
1=1 1=1 
3 一 1 2 于 是 ff 十 苑 ， of， a 的 方 阵 表 示 分 别 为 4+8, 
se。 163* 


4B,aA， 证 完 . 


寺 面 的 定理 告诉 我 们 ， a 加 让 和 纯 旱 乘积 的 定义 名 
是 极其 自然 的 , 有 明确 的 几何 意 


习题 7.1 


1。 试 证 : 线性 变换 将 子 空间 变 为 子 空间 , 非 异 线性 变换 将 7 维 子 空间 变 
为 7 维 子 空间 ， 
2?。 设 为 rw 维 线性 空间 名 上 连续 变换 ， 即 在 2 中 任 容 取 定 一 组 基 Kiy 


cz py Qn; 任 取 呈 中 向 量 gc 一 > ts03, 则 


1] 


A (a)= Sj fs(zs Xn) Cj 


j=1 

其 中 1,…,f; 为 连续 序数 ， 设 .还 有 性 质 ; 

z (2 十 好) 一 好 .2 十 .ww 
对 多 上 任 两 线性 变换 .x .wy 成 立 , 则 坟 也 是 线性 变换 . 

3， 在 % 阶 方 阵 全 体 构 成 的 线性 空间 肝 , 上 引进 映射 习 ; 

一 >4XXB 十 C 有 十 XD， 

其 中 4, B,C,D 都 是 给 定 的 % 阶 方 阵 、 试 证 : 为 用 , 上 线性 变换 设 0== 
D=0, 划 .% 非 异 当 且 仅 当 det 4detB 天 0， 设 4=0,D= 一 0, 试 给 出 这 个 线性 
变换 的 方 阵 表示 . 

4。 在 次 数 不 超过 ?% 的 多 项 式 全 体 构成 的 nn 十 1 维 线性 空间 中 中 引进 : 
了 喘 射 

f(z) 一 一 六 z 十 1) 一 六 CD)， VfEP,LX) 

试 回答 下 列 问 题 : 这 个 喘 射 是 不 是 线性 变换 . 

5， 记 足 为 所 有 多 项 式 f(z, 轨 构成 之 集合 ， 其 中 了 为 关于 独立 未 知 数 2 
和 乡 的 多 项 式 , 且 次 数 都 不 超过 ?， 试 在 & 中 给 出 一 组 基 , 并 写 出 8 的 维 数 . 
又 映射 

OZ 一 > 7) f(r, Y) 
有 人 性质 ;: 
T= (9 99y) OO— 0 (0.9. 9,0,) 
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为 忆 上 线性 变换 ， 试 求 线 性 变换 r 在 基 
表示 ， 


ziyts，0<<j，k<n 下 的 方 阵 


1 
718 


$7.2 不 变 子 空间 和 jordan 标准 形 


定义 在 #” 维 线性 空间 & 上 给 定 线性 变换 .gd & 中 子 空间 

&i 称 为 线性 变换 .的 不 变 子 空间 , 如 果 
[RNCS，， 
显然 ,给 定 线性 变换 .x, 则 & 的 子 空间 
QA, 0, A (LQ), ker(.y) 

都 是 以 的 不 变 子 空间 ， 且 我 们 有 

引 理 7.2.1 设 .为 n 维 线性 空间 上 线性 变换 , 8 为 足 中 
关于 线性 变换 .x 的 不 变 子 空间 ， 在 Qi 中 取 定 基 {aas …ycar} ,于 
是 足 中 可 取 基 {a…ary ax， 且 在 只 中 这 组 基 下 ， 丝 性 
变换 .of 的 方 阵 表 示 为 


CI Gy Gin 


- 


rf; 一 了 了 }y 
_ Crl rn dr, r+ti1 "*** Crpn = As‘ ) 
i 多 


0 雪夫 各 0 Cr+ir+l 避 二 部 (rti,n 0 A,"-") 


0 00 on 
且 由 (R&DJC&R 所 以 限制 在 & 上 ,为 & 上 线性 变换 , 记 作 
of 一 fs 
这 时 在 只 ; 的 基 {a az，…a} 下 线性 变换 .Li 之 方 阵 表 示 为 4. 
证 今 在 基 cj，… ar or …， an 下 ,线性 变换 以 之 方 阵 表示 


44 二 (aiy) 有 A 01) = > a0 lin. 但 是 1 “oT Cr 为 中 | pa 
j=1 


基 ， 由 (CD) CR 所 以 (0 7)， “yg A (0;) 为 人 1 99 Op 的 线性 组 
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合 . 这 证 明了 011 一 0 一 1 2 7 一 ?十 1 了 十 2 和 且 
of (Qi) = > ,0ji0y， 一 二 Co ,7 
了 = 了 


所 以 sf。 在 Geos 下 之 方 阵 表 示 为 41/， 证 完 , 
引 理 7.2.2 设 以 为 1 维 线性 空间 & 上 线性 变换 ， 设 在 又 中 
存在 一 组 基 ca …*am 使 得 以 在 这 组 基 下 有 方 阵 表示 
" 人 gp Agn-n ， 
(0 hs- / 
则 以 w， …，ay 为 基 之 子 空间 &; 为 线性 变换 .的 不 变 子 空间 ， 且 
js 在 基 {al，,， … ar) 下 的 方 阵 表示 为 4 
证 明显 然 
由 于 % 维 线性 空间 8 上 线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 表示 互相 
相似 , 所 以 对 % 阶 方 阵 4, 找 % 阶 非 异 方 阵 了 使 得 4 相似 于 准 上 三 
角 方 阵 P- 4P 的 问题 , 变 为 首先 在 & 中 寻找 线性 变换 ,的 不 变 子 
空间 ， 我 们 有 
引 理 7.2.3 设 .为 % 维 线性 空间 & 上 线性 变换 , 设 & 和 %， 
为 .的 不 变 子 空间 ， 且 有 直接 和 双 =& 中 &.、 在 & 中 任 取 一 组 基 ， 
ca par 在 &: 中 任 取 一 组 基 ar pa， 则 Go py Grp Gr+1 
为 的 基 ， 且 在 这 组 基 下 ,线性 变换 . 败 的 方 阵 表 示 4 为 准 对 角形 
A=diag(A'™”, A ), 
其 中 4; 为 dls, 在 的 上 述 基 下 的 方 阵 表 示 , ;= 二 1,2. 
证 由 (8&JCQ 一 1 2 于 是 


qi) = ries ?=1,2,"",7, 


A (a1) = > qt 一 7 十 1 


三 合十 了 


所 以 记 以 | 8, 在 基 &%i， “9y ar 下 的 方 阵 表 示 为 41， | &。 在 基 Cr+T 
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on 下 的 方 阵 表 示 为 4;,， 则 .在 基 ca ar ya 下 的 方 
阵 表示 为 diag(41, 4;)， 证 完 . 

有 反之 ,显然 可 证 明 

5| 理 7.2.4 设 .以 为 n 维 线性 空间 QQ 上 线性 变换 ， 如 果 在 
中 存在 一 组 基 {c anj， 使 得 邮 在 这 组 基 下 的 方 阵 表 示 为 准 对 
角 方 阵 

A=diag(Ai”, 427 ),- 
则 以 ac ar 为 基 之 子 空间 381 与 以 grb …yan 为 基 之 子 空间 8。 
都 是 线性 变换 .x 的 不 变 子 空间 ， 且 只 有 空间 直接 和 分 解 &:=- 
和 DA:. 

这 两 个 引 理 告诉 我 们 , 任 给 方 阵 4， 寻 找 % 阶 非 异 方 阵 己 , 使 
得 P” AP 为 准 对 角形 diag(4,…, 4,) 的 问题 ,等 价 于 在 足 中 寻找 
3 个 在 线性 变换 .x 下 不 变 的 子 空间 1, &:，…,&。, 使 得 & 有 空间 直 
接 和 分 解 :&= 名 8 四:… 匆 9. 

在 这 一 节 , 我 们 希望 给 出 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 ， 为 此 ,我 们 
必须 限制 在 复数 范围 内 讨论 . 

定义 设 义 为 n 维 复线 性 空间 , .x 为 上 线性 变换 ,在 中 
取 定 一 组 基 wx，… ar， 记 .在 这 组 基 下 的 方 阵 表示 为 4 则 4 的 
等 征 多 项 式 ， 极 小 多 项 式 和 特征 根 ， 也 分 别称 为 线性 变换 .中 的 特 
征 多 项 式 ， 极 小 多 项 式 和 特征 根 . 

5j 理 7.2.5 设 & 为 2 维 复线 性 空间 , 他 为 & 上 线性 变换 , 则 
必 的 特征 多 项 式 及 特征 根 与 基 的 选取 无 关 . 

证 ”由 于 不 同 基 下 线性 变换 的 方 阵 表 示 互 相 相似 ， 所 以 只 要 
三 轩 竺 征 多 项 式 和 特征 根 在 相似 下 不 改变 就 行 了 . 事实 上 ， 设 己 
为 任 一 % 阶 非 异 方 阵 , 则 

det (A1— 4)=detP’:(A1-- AP=det(A[~P-1AP). 
于 是 4 的 特征 根 和 P-'4P 的 特征 根 也 相同 ， 证 完 ， 
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定义 ” 设 以 为 % 维 复线 性 空间 中 上 线性 变换 ，6 为 .x 的 特征 
根 ， 则 & 中 非 零 向 量 wo 称 为 线性 变换 .的 属於 特征 根 入 ,的 特征 
向 量 , 如 采 

Af (00) 一 4o00。 

引 理 7.2.6 设 必 为 %” 维 复线 性 空间 & 上 线性 变换 ，jo 为 .of 
的 特征 根 ,%o 为 8 中心 的 属于 特征 根 4 的 特征 问 量 ， 在 & 中 取 定 
基 al ans。 记 在 这 组 基 下 的 年 阵 表 示 为 4，% 在 这 组 基 下 的 
坐标 为 Zo， 则 有 

Azxo= hoxo, 

即 zo 为 1% 阶 方 阵 和 4 的 属于 特征 根 和 的 特征 问 量 . 

将 特征 向 量 概念 推广 , 我 们 有 

定义 ” 设 .以 为 n 维 复线 性 空间 呈 上 线性 变换 ，4, 为 .的 特征 
根 ，& 中 向 量 a 称 为 线性 变换 .x 的 属于 特征 根 4 的 根 向 量 ， 如 果 
存在 自然 数 m, 它 依赖 于 &, 使 得 

(A— Nid))"a=0. 

显然 零 加 量 是 根 问 量 , 又 属于 特征 根 加 的 特征 癌 量 也 是 根 名 
景 ， 一般 有 z 

定理 7.2.1 设 .x 为 n 维 复线 性 空间 足 上 线性 变换 ， 任 取 数 
4o， 记 

2 二 {aEQ| 存 在 自然 数 m= 二 m(Qq), 使 得 (一 40(id))"a=0}. 
则 有 
(1) Ri 为 内 的 子 空间 ; 
(2) (CR 即 & 为 好 的 不 变 子 空间 ; 
(3) &io 天 0 当 且 仅 当 4 为 .的 特征 根 ， 所 以 当 加 为 线性 变 
换 .x 的 特征 根 ; 则 &。 由 所 有 属于 特征 根 的 根 向 量 构 成 ， 所 以 
ie 称 为 特征 根 ,的 根子 空间 . 
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证 (1) 任 取 ,BER,,, 于 是 存在 自然 数 m(a),m(B), 使 得 

(A —A(id)) "(a) =0, (A —Ao(id))™ HB)= 0. 
任 取 纯 量 a,5, 记 m=m(g) 十 m(B), 于 古 

(A—A(id))" (aatbb)=a(A —A(id)) "(0) 
+b(lA —A(id))™"(8)=0. 

这 证 明了 ag 十 5BER;,, 即 名 ,为 的 子 空间 . 

(2) 今 任 取 aER;,, 于 是 存在 自然 数 m, 使 得 
(A —A(id))"(g)=0. 
因此 (A —A(id)) "AR)) = A CAA)) "(a)=0. 
这 证 明了 (g)EX ,VaEY， 所 以 (JCY 

(3) 设 %,, 和 0， 于 是 存在 非 零 向 量 w 及 最 小 自然 数 m， 使 得 
(sj 一 和 (ti))m(a) 王 0， 自 然 ( 邓 一 4o(018)) (ga)=pB 关 0. 于 古 
(一 ft)8= (一 io0i))m(q 一 0， 即 有 (8)= 和 68， 由 
B 关 0 便 证 明了 ?和 为 好 的 特征 根 ， 反 之 , 若 加 为 .AL 之 特征 根 , 则 有 
特征 向 量 6 入 0， 使 得 sd(8)=408. 这 证 明了 pc， 即 2;, 关 0. 
证 完 . 

定义 ”线性 空间 & 上 线性 变换 必 称 为 桥 堆 线性 变换 ， 如 采 人 存 
在 自然 数 W ,使 得 .wx=0， 使 得 wx 一 0 成立 的 最 小 自然 数 访 称 为 
以 的 各 堆 次 数 . 

显然 ， 零 线性 变换 为 昭 零 次 数 1 的 虹 零 线性 变换 .又 厂 名 
为 《上 线性 变换 .x 关于 特征 根 加 的 根子 空间 , 则 xy 一 机 (1) 限制 
在 %。 上 为 竹 零 线性 变换 . 

显然 , 需 零 线性 变换 必 有 有 零 特 征 根 ， 反 之 不 一 定 ， 

引 理 7.2.7 设 .为 % 维 线性 空间 上 线性 变换 ， 则 和 有 不 
变 子 空间 序列 

LOY LEA RR) E.R{0), 

:所 以 存在 自然 数 了 ,使 得 


se。 69。 


sp) 天 az) 一 or 一 = {| "(8) 
m=1 


当 .o 为 害 零 线性 变换 ， 则 有 圭 零 次 数 7; 当 必 不 是 硕 零 线性 变换 
时 , 则 .ez 限制 在 sbz(C) 上 为 非 蜡 线性 变换 
证 由 8 二 bf() 可 知 Li) 三 人 (一 (ob )) 这 

证 明了 & 二 sf() 三 好 人世 过 且 -d7() 为 好 的 不 变 子 空间 , ?= 
1, 2,…, 这 里 约定 wd = 一季, 今 dim%==n， 所 以 必 存 在 自然 数 了 使 
得 fg (天 wb) = 二 Ll?1(%), 于 是 有 

SIOAN)IOA NDIA NF A KN) = KR) = 
于 古 


门 xm(&) = .7 (%). 


当地 为 荐 零 线性 变换 ， 即 存在 自然 数 W 使 得 wd =0， 于 和 是: 
sf (一 0 由 bz 一 (天 人) 一 2 三 可知 sp) 一 
0, 即 .ob2 王 0，-br 天 0 所 以 必 的 舌 零 次 数 为 2. 
当 以 不 是 军 零 线性 变换 ,所 以 .x?( 多 ) 关 0. 今 
f(A? DR)) = ?+ (WV) = A? (8), 
由 定理 7.1. 8 可 知 .以 为 YL?(%) 上 非 异 线性 变换 。 证 完 . 
5| 理 7.2.8 设 .为 4 维 线性 空间 和 上 线性 变 换 ， 则 多 有 不 . 
变 子 空间 序列 
{0}SKker(y)SGKker(eb2) 和 SA， 
所 以 存在 自然 数 4 ,使 得 
Ker (de-!)#ker (wy!) =ker (A+!) 一 一 LU ker (A™) = Ao. 
m= 1 
当 Ker(A?) 二 0， 则 以 为 ~% 上 非 异 线性 变换 上 且 9=1; 妆 
Ker (wt?) 关 0, 则 ker(wl9) 二 % 为 的 属 十 特征 根 零 的 根子 空间 ， 
所 以 .以 限制 在 Xo 二 ker(.A?) 上 为 千 零 线性 变换 。， 
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证 今 任 取 mEker(%)， 则 (9%) 二 0, 于 是 
tg) = Ai (0)) = A (A (0))=0. 
这 证 明了 QEKker (A1+!), BH. of (0)EKker (A’), HN 
Ker(A’) Cker(ditl), Af (ker(A’)) Cker(d’). 
所 以 & 三 … 三 ker(sb9 三 ker(ob) 为 之 不 变 子 空间 序列 ， 由 
dimn& 一 2 所 以 存在 自然 数 9 ,使 得 
ker (A 1) ker(d’) = ker(d’t!) 一 一 U ker (wf"™). 


当 ker(w?) 关 0， 由 根子 空间 定义 可 知 .x 的 属于 特征 根 零 的 根本 
空间 | 
20= | ker(shm = Ker(.A’). 


由 ker (Yr) =0, 于 是 wy? 非 异 , 因 此. 必 非 蜡 ,所 以 ker(b)=0， 此 
即 9=1， 证 完 . 

引 理 7.2.9 (Fitting 3| 理 〉 符号 同上 , 记 

= 站 A"(R), Y= U ker(.A™) 
则 & 有 .的 不 变 子 空间 直接 和 分 解 
=R@&. 

当 员 天 0， 则 |。 为 朝 零 线性 变换 ; 当 & 尖 0, 则 .15 为 非 异 线 
性 变换 . 

证 由 引 理 7.2.7, 若 以 1 不 是 非 异 线性 变换 , 则 .sbr(&) = 0 
于 以 名 =0; 由 引 理 7. 2. 8, 若 .|sa, 不 是 害 零 线性 变换 , 则 9 一 1 
所 以 &W= | ker(.y") 二 0， 这 就 证 明了 后 一 断言 ， 下 面 证 = 


-OR 二 .A? (RQ)Dker(.d')， 今 由 定理 7. 1.4， 
dim& =dim (A?+?(8))+dim(ker(A?+?))., 
171. 


由 ?19(%) 二 ?( 避 ), Ker(A?19) = 二 Ker(.A?), 所 以 证 明了 
dim® =dim®o+ dim ©. 

所 以 为 了 证 明 是 为 , 和 又 之 直接 和 , 只 要 证 &on& 二 0 就 行 了 , 当 

Q, 一 0 或 多 ， 风 0 NN & =0. 设 QE0, o 关 0, 和 任 取 aERo NL, 

由 0 一 Ker( 人), 所 坟 (0) 一 0. 但 是 在 上 非 腊 , 由 &S , 


所 以 =0， 这 证 明了 286 由 8 二 0， 引 理 证 完 . 

定理 7. 2.2 (空间 第 一 分 解 定理 ) 设 .Y 为 n 维 复线 性 空间 & 
上 线性 变换 ， 记 2， 1,…, 加 为 .x 的 所 有 不 同 特征 根 ， 则 多 有 根 
子 空间 直接 和 分 解 

2=2,,02,0.…O,, 

且 不 计 次 序 , 分 解 唯一 . 

证 取 特 征 根 1, 则 根子 空间 2 为 线性 变换 wy 一 4.(id) 的 
属于 特征 根 零 的 根子 空间 ， 由 Fitting 引 理 ， 久 有 空间 直接 和 
分 解 


=& 四 8 
其 中 


,= NN Ct—40i0))"(8). 


由 于 & 在 尽 一 机 ( 记 ) 下 不 变 ,所 以 在 .下 不 变 .下 面 先 证 2 …。 
Ri C RB. 今 在 下 不 变 ,所 以 在 以 一 4.(id) 下 不 变 , j==2, 3， 
…,?， 沈 证 好 一 2(i0) 在 Q， 上 非 异 ， 设 车 不 然 ， 则 存在 0 关 aE 
Rd 一 由 4200)) (oo) 王 0， 即 .st(a) = 二 机 ww， 但 是 由 GER 4p 所 以 在 
在 自然 数 s, 使 得 (Y 一 入 (id)):(a) =0， 由 以 (a) =44g, 便 推出 
(4 一 0)*(a)=0， 但 是 为 去 1， 所 以 a=0， 这 导出 矛盾 . 今 
CL 一 所.(ig)) |8, 非 异 ,所 以 在 8;, 上 有 逆 变 换 作 /， 任 取 自然 数 
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殉 ， 则 HPN) = 所 | 
(A Ad)™ IIDO CA AD ) "RE,, 
一 (一 —A(d) "LT RI)) 一 Si 


这 证 明了 R= NN Ca A1(id)) "(RR) I j=2,3,.", 7 因此 


m= 1 


心 在 &,, 七 有 特征 根 A2, Ns *" ,4 且 在 多 ~Al 中 属于 特征 根 hz, 43 
;之 根子 空间 仍 分 别 为 吕 ,，,…,R,， 再 以 在， 上 没有 特征 根 


4 ， 否 则 有 属于 特征 根 4 之 特征 向 量 &1E8;,, 即 ,人间 吕 , 关 0 这 
和 Fitting 引 理 矛 盾 ， 

由 归纳 法 很 设 ,&:, 分 解 为 根子 空间 直接 和 

&, 1 一 & 中. ” ‘DY, 
于 是 
一 中 & = 中 ,中 … 中 q,， 

分 解 唯一 性 的 证 明 , 由 上 面 的 构造 过 程 便 知 ， 定 理 证 完 . 

定理 7.2.3 设 4 为 % 阶 复方 阵 ， 4 42， “hs 为 4 的 所 有 不 
间 特 征 根 。 则 4 相似 于 准 对 角 隆 

diag (Al, 4.….， Ar), 

其 中 4 一 7 为 才 零 方 阵 ， 所 以 A) 恰 有 一 个 特征 根 hs, J=1， 2 
0 7 

证 设 ~ 为 区 维 复线 性 空间 ， 1 42 0 为 名 的 一 组 基 . 证 
然 在 上 存在 线性 变换 cl， 使 得 .x 关于 基 Ql1s 02 Wen 的 方 隆 表 
示 为 4， 由 空间 第 一 分 解 定理 ，% 有 关于 以 之 根子 空间 豆 接 和 分 
解 &= Qi 由 … 中 & 在 每 个 &， 中 取 基 , 拼 成 中 之 基 ， 于 是 证 明 
I 4 相似 于 准 对 角 方 阵 diag (A,, 4;, "yg 人)， 其 中 .js 之 方 阵 
表示 为 41 7 一 1 2，…… 7 是 4/ 一 机 (1) 为 蜂 零 方 了 ， 且 4) 恰 


7 了 


有 一 个 特征 根 A/， 定 理 证 完 . 

为 了 进一步 将 % 阶 复方 阵 4 在 相似 下 化 简 ， 问 题 化 为 如 何 浊 - 
一 步 在 相似 下 化 简 复 方 阵 41, 4;,…, 4 ， 换 句 话说， 只 要 考虑 线 
性 空间 上 线性 变换 以 ， 使 得 .x 在 只 上 惟有 一 个 特征 根 和 4， 所 
LiL 一 A0(id) 在 呈 上 蜘 零 ， 即 化 为 考虑 在 窜 零 线性 变换 作用 下 ， 
如 何 将 线性 空间 分 解 为 若干 个 不 变 子 空间 的 直接 和 ， 为 此 ， 先 引 
进 一 般 的 循环 子 空间 的 概念 

定义 ” 这 为 站 维 线性 空间 & 上 线性 变换 ， 任 取 & 上 非 霍 
同 芋 % 则 由 驻 的 子 集合 {a, ed(a)，2(a)，…} 线性 生成 的 子 空间 
称 为 .的 由 a 生成 的 循环 子 空间 ，% 称 为 循环 向 量 . 

5| 理 7.2.10 设 .以 为 n 维 线性 空间 2 上 线性 变换 , 则 .x 的 由 
% 关 0 生成 的 循环 子 空间 只 (@) 必 为 .YL 的 不 变 子 空间 ， 且 存在 自然 
数 六 ,使 得 &, (0), Ll?()，,…, LY-!1(@) 为 它 的 一 组 基 . 

证 今 . 浴 ({Q, (0),)}) = {A (8), AL:(8),…)}， 所 以 只 (a) 
为 以 的 不 变 子 空间 .由 于 dim9i(a) 委 dimQR=z， 所 以 对 cy wf (@》 
ef (0),… 必 存 在 自然 数 入 ,使 得 ,A (gq),…, tl*-!'(@) 线 性 无 关 、 
而 &, eg ta) ?1(@), .Al*(a) 线 性 相关 , 即 有 


uf (8) 一 Sa i (0). 
了 一 活 


由 归纳 法 不 难 证 明 -gxf+5(a) br2(a)，… 都 是 we) 
以 (0) 的 线性 组 合 ， 这 证 明了 &, sg(a)，… .Ad*-1(@) 为 只 (a) 的 
基 ，3| 理 证 完 . 

引 理 7.2.11 设 以 为 n 维 线性 空间 史上 短 零 线性 变换 ， 则 
以 的 由 % 天 0 生成 的 循环 子 空间 时 (ec) 有 基 oog (@) ww-1(a) 
HB ofr(a) =0. : 

证 今 以 为 竹 零 线性 变换 ， 所 以 存在 最 小 自然 数 入 使 得 
(8) 二 0, A (Ga) 天 0 下面 证 明 ao, (a),…，uA*-!1() 线性 
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无 关 ， 设 厂 不 然 ， 则 和 存在 不 全 为 霉 的 数 co，c1，，…*，cw-1， 使 得 
Co0 Ci 0) -二 cw" i(Q) 二 0 设 c0= :二 0,-1 二 0, C1 尖 0. 
出 0O= "(0) = .AT (rf’ (8) 二 rhodgrr (oj + 
Cy-iug (a)) 一 Cr (0) 十 coreg (0) + tev- 0)= 
Cr (aa)， 这 导出 c=0, 所 以 推出 矛盾 ，、 因 此 证 明了 aod(a)， 
,TT(@) 为 .的 由 a 生成 的 循环 子 空间 中 (q) 的 基 ， 证 完 . 

定理 7.2.4 (空间 第 二 分 解 定理 ) ” 设 以 为 % 维 线性 空间 上 
的 竹 零 线性 变换 ， 则 8 可 分 解 为 循环 子 空 间 下 接 和 ， 且 如 不 计 次 
序 , 则 在 线性 同 构 意 义 下 分 解 唯一 ， 

证 对 史 的 维 数 作 归 纳 法 . 当 #=1 时 定理 显然 成 立 , 假设 对 
维 数 小 于 % 的 线性 空间 定理 成 立 ， 现 在 萎 虑 1% 维 线 性 空间 %， 今 
以 为 禹 零 线性 变换， 由 引 理 7.1.8， 所 以 dim.x (%)<<n, 由 于 
以 限制 在 .x ( 凡 ) 上 仍 为 蜂 零 线性 变换 ， 由 归纳 法 假设 , .x (%) 分 解 
为 循环 子 空间 直接 和 .由 3 引 理 7.2.11, 所 以 sf(&) 有 基 

A 


A (Gg) br (We) 1 of (te), 
其 中 02,…,%sER, Nj 为 自然 数 ， 适合 以 i(@y) 关 0， it (9) = 
0,1<7<s., : 

先 证 (8@1),…，wL:(0s) 为 兴 (%) 们 Ker() 之 基 . 事 尖 上 ， 
任 取 BEA(R) 站 ker()， 则 B=Zarid' (4y)、 由 (Bb) =0 
有 Zaiyli*!1(@y) 二 0， 因 此 qi;= 二 0 当 i 十 1 志和 Vy 时 成立， 所 以 
月 =awilud (ai 十 … 十 avsswd (as)。 这 证 明了 上 断言 

在 Ker(.x) 中 选取 向 量 co …， 0 使 得 .of (ap 
los) ds ,04 为 Ker(b) 之 基 ， 于 是 只 有 问 量 组 所 

af (GI), A (00 
ff (Ge), hs (Rs), 1 A (Ga) Ga 
» 175% 


QWs+l1y 


Ci，。 
下 面 证 明 名 构成 的 -组 基 ， 事 实 L， 任 取 xcR&， 则 以 (a)E 
(8)， 由 归纳 法 假设 ， 

LW) = Dhar (0). 


一 1 j= 


3 ore (a) 
则 sz 人 DB) 三 0， 所 以 Peker(), 因此 
局 > dvd (ai) 十 Sai 


一 站 十 


xD 之 ， Said) 


3 Sa (0;) 十 > diOi. 


= 了 一 0 i 三 8+ 


这 证 明了 中 由 问 量 集 全 线性 生成 所 以 为 了 证 6 为 & 的 一 组 基 ， 
只 要 证 它们 线性 无 关 即 可 ， 今 震 


> Sa di (es) + 5S Gi%; 一 


i=1 j=0 t=8+1 
作用 以 ,有 
8 Mil 
DY SV ad’t!(gi)=0. 
i=1 j=0 


由 归纳 法 假设 , a;j 二 0，0 亿 7 过 入 ;,，1 志 i 人 ss， 于 是 


DY awe (Qi) + Sam, =0. 


i=8+1 
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但 是 za(ai) ,AN(0e) os 0 为 ker(og) 之 基 ， 所 以 
6 一 0，0 委 ) 和 胺 Ni，1 近 1 委 s，0 一 0,s 十 II 委 1? 委 上 这 证 明了 向 量 
组 作 线性 无 关 , 即 为 只 的 基 . 
记 xs 生成 好 的 循环 子 空 间 分 别 为 &，…，&。， 由 中 
理 7.2.11 可 知 @j, .A (8); Ni(4)) 为 之 基 ,1 二 ) 二 58,4 为 
& 之 基 s+ 1 和 上 ， 因 此 也 证 明了 & 有 循环 子 空间 直接 和 分 解 
% 一 AI 人 GD…(CPR,， 
余下 证 上 述 分 解 在 同 构 意义 下 如 不 计 次 序 则 唯一 。 设 
=D…DYDL ODY, 
二 导 / 名 一 人 旬 轩 ;电台 p11 曲 … 世 和 
其 中 dim(&)>1, 1<i<s, dim(®)=1, s+1<j<t; 
dim (Wt,) >1,1<i<p, dim(WM)) =1,7+1<) Rdg. 
于 是 A(R) DDAR) = RD)O DLN,). 
由 妇 纳 法 假设 ,有 7=s, 和 且 若 不 计 次 序 , 无 妨 设 
dim(.A (8))=dim(Ad (Mi)), j=1,2,..,s. 
dim( (2%,))=dim(®,)—1,dim(x (WM,)) = dim(W,)—1, 所 
以 证 明了 dim(%,) =dim (0;),1 志 i 才 s=p， 另 一 方面 ， 


dim(®)= > dim(®%,))= Sdim (®,) + (to—s), 
j=1 j=1 

dim (3) = Sdim (Wt,) = D1 dim Ws) + (g— s) 
k=1 k=1 


一 > dim(%,)+ (gq—s). 
b=1 


这 证 明了 ?= 二 且 dim(%) 二 dim( 驶 /)， 所 以 和 跑 ， 线性 同 
构 ,1 志 ?二 t. 定理 证 完 . 
将 上 面 两 个 空间 分 解 定理 合 在 一 起 ， 注 意 到 .一 椒 (id) 在 根 
子 空间 &,, 上 为 医 零 线性 变换 , 所 以 证 明了 
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定理 7.2.5 设 .过 为 名 维 复 线性 空间 痊 上 线性 变换 ，4，4， 
4 为 的 全 部 不 同 特 征 根 ， 则 闪 有 根子 空间 直接 和 分 解 
=%, .OOD 
分 解 不 计 次 序 则 唯一 。 而 每 个 根子 空间 %， 又 可 分 解 为 关 王 窜 零 
线性 变换 一 4A)(i8) 的 循环 子 空间 直接 和 
Q, = DIB DY j=1,2,,7, 
且 此 分 解 寿 不 计 次 序 则 在 同 构 意义 下 唯一 . 
最 后 ， 给 出 上 面 定 理 的 矩阵 形式 ， 即 给 出 复方 阵 在 相似 下 的 
Jordan 标准 形 ，、 为 此 人 先 给 出 
5| 理 7.2.12 设 .以 为 % 维 线性 空间 上 需 零 线性 变换 ,有利 % 
为 .的 由 a 天 0 生成 的 循环 空间 . 则 在 的 基 "7 (&), (ah)， 
…, 以 (0),% 下 ,线性 变换 .地 的 方 阵 表示 为 
0 1 
0 。 
1 
0 
5 理 7.2.13 设 o 为 2 维 复线 性 空间 & 上 线性 变换 , 且 存 在 
复数 4 使 得 ft 一 4( 人 为 只 上 笑 零 线性 变换 . 设 只 为 地 一 1010) 
的 由 wx 天 0 生成 的 循环 空间 , 则 在 只 的 基 
(of 一 和 0 动因 (ad 一 和 (DJ)(G)， a 
下 线性 变换 ,的 方 阵 表示 为 


VC 一 


ho ] 
Ji 一 0407 十 和 一 “。 
11 
hu 
这 个 方 阵 称 为 属于 特征 根 4 的 Jordan 块 . 
由 引 理 7. 2. 12, 引 理 7. 2. 13 以 及 定理 7.2.5 便 证 明了 
* J78 。 
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定理 7.2. 6( 复 方 隆 的 Jordan 标准 形 定理 ) 2 阶 复 方 阵 4 必 

相似 于 Jordan 标准 形 : 
diag(JT 1, J2, ,1) 

其 中 Ji=h7mD 十 Nm 为 m; 阶 Jordan 块 ， i=1, 2,…，t，、( 这 
里 41,4,，。…:，4, 并 不 要 求 两 两 不 等 )、 又 不 计 对 角 块 的 次 序 ， 则 
Jordan 标准 形 唯 一 又 Jordan 块 J ，…，J， 之 特征 多 项 式 
(4 一 40)75 (4 一 42)"Y，…, (4 一 4,)”" 称 为 4 的 初等 因 式 ， 

关于 如 何 计算 % 阶 复方 阵 的 Jordan 标准 形 , 即 如 何 计 算 它 的 
初等 因 式 组 ， 这 可 以 在 第 十 三 章 中 找到 . 


司 题 7.2 


i1、% 维 线性 空间 为 其 上 线性 变换 x 的 循环 空间 当 且 仅 当 对 x 的 任 一 
特征 根 决定 的 特征 向 量 金 体 线性 生成 一 维 子 空间 ; 当 且 仅 当 .x 的 特征 多 项 式 
第 于 .的 极 小 多 项 式 ( 它 们 分 别 定义 为 必 的 任 一 方 阵 表 示 的 特征 多 项 式 和 极 
小 多 项 去/. 

2， 试 证 : 2 维 线性 空间 号 上 线性 变换 若 有 一 个 方 阵 表示 为 对 角 方 阵 ， 
则 . 必 有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 反之 亦 然 . 

3， 试 证 : (了 ) 复 线性 空间 史上 一 组 两 两 可 交换 的 线性 变换 有 公共 特征 向 
量 . (ii) 用 (iD 证明 : 一 组 两 两 可 交换 的 4 阶 复方 阵 能 用 一 个 公共 的 4 阶 非 
异 复 方 阵 , 将 它们 同时 相似 于 上 三 角 方 阵 , (iii) 特别 ， 当 (ii 中 给 出 的 那 组 
两 两 可 交换 的 2 阶 方 阵 的 Jordan 标准 形 都 是 对 角 方 阵 的 情形 ， 则 和 它们 同时 
相 但 于 对 角形 . 

4. 设 4 和 8 都 是 % 阶 方 阵 , 有 LB 知 零 ,又 4B 一 B4， 试 证 : 
det(47 一 (4 十 也 )) 一 det(47 一 4)， 
5。 设 4，…4x 为 n 阶 方 阵 4 的 个 不 同 特征 根 ， 成 证 ; 


k 
nh—1) < > ,rank(477 一 4 


了 一 1 
6。 设 & 和 2, 为 % 维 线性 空间 中 关于 线性 变换 必 的 不 变 子 至 问 ， 什 

从 诸 候 (8 站 总 ,) 一 .人 门 必 (2 
7. 设 n 维 线性 空间 & 上 线性 变换 ux 的 特征 多 项 式 为 1(4)。 设 1(4)== 
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9(4)4(4), 其 中 (4), 有 (4)) = 二 1。 试 证 ; 人 中 存在 总 的 不 变 子 空间 和 8。， 
使 得 g (x1,) 一 0, (x14,) 一 0， 又 号 二 8. 提 8, 为 子 空间 直接 和 ， 用 这 一 事 
实 , 试 给 出 第 一 空间 分 解 定理 的 新 证 明 ， : 
8， 设 a4,…, ay 为 % 维 线性 空间 8 中 一 组 基 ， 且 它们 都 是 8 上 线性 变 
换 必 的 特征 向 量 , 又 .% 的 特征 根 都 不 相间。 试 证 :8 为 忆 的 循环 空间 , 并 找 出 
循环 向 量 . 
9. 设 . 心 为 n 维 线性 空间 多 上 线性 变换 ， 4; 为 必 的 e; 重 特征 根 .; 试 
证 : 关于 特征 根 姓 的 根子 空间 8 可 定义 为 8 一 4aE8 (一 Aj(10))' 
(a)=0}). | | 
10， 试 证 ， 两 两 可 交换 的 2 十 1 阶 实 方 阵 必 有 公共 的 实 特 征 向 县 . 
11， 设 .x 为 1 维 线 性 空间 8 上 线性 变换 ， f(z)，g(z) 为 普通 的 多 项 式 . 
试 证 : 
ker (f (2)) + kertg (ot)) Cker (f(x), 9()), 
又 设 当 (f,g91 二 1, 则 有 下 面子 空间 直接 和 分 解 
ker (f(A)) Dker(g(.4)) =ker (f (4), 9 (x)). 
12， 试 证 ; 线性 空间 8 上 线性 变换 .x 和 车 及 ?一 id，, B87 一 id，Y 儿 
一 9xf, 则 在 & 中 存在 一 组 基 , 使 得 .% 和 盈 的 方 阵 表 示 都 是 对 角 方 阵 ， 且 对 
角 元 素 为 1 或 一 1, 
13. 设 0=&8… non 一 0 都 是 线性 空间 ， 设 存在 线性 跌 射 必 f 
> 0,1…,mM, 它们 有 
ker (141) =— .fi (4), i 二 0,1,.…,m—1. 


>， (一 1)idimQ, 一 人 


t=0 

14。 (Schur 引 理 ) 和 维 线性 空间 & 上 线性 恋 换 集 名 称 为 不 可 约 的 ， 
如 果 除 了 8& 及 零 空 间 外 ， 没 有 其 他 在 名 中 所 有 线性 变换 作用 下 都 不 变 的 子 
空间 . 

设 名 , 和 , 分 别 为 线性 空间 8, 和 28。 上 的 不 可 约 线性 变换 集 、 设 存在 
_& 到 8, 内 的 线性 映射 0, 使 得 任 取 .x EB,, 则 存在 多 EB,, 使 得 ao.w 二 oo0、 
且 当 交 妃 历 名 时 ,名 也 遍历 ©,. 试 证 ; o=0 或 者 dim8, = dim2,, 日 cr 为 
到 号 ,上 的 线性 同 构 . z 

久别 , 当 咏 / 二 8, 且 81 为 复线 性 空间 , 又 当 ,一 GG,, gr 二 :0， YE 
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名 ,, 则 o 为 4 上 的 纯 量 线性 变换 , 即 存在 复数 a, 使 得 co 二 a(id). 

15。 试 不 用 Jordan 标准 形 理论 ， 直 接 证 明 : % 阶 输 等 方 阵 4 ( 即 适 合 
A 三 4) 相 似 于 对 角形 diag(742 0 7)， 其 中 7 一 Iank(4)， 用 这 一 结果 证 
明 : 1n 阶 徐 等 方 阵 4 有 

trA=rank(A). 
16。 设 41,…', 4 为 % 阶 方 阵 , 适 合 条 件 
4 十 44, 十 a0 十 4 一 了 (na) 

试 证 下 面 三 条 件 互相 等 价 ， 

(1) 4;, 4,,…, 4A, 都 窒 等 ; 


(11 ) Frank (A;) 一 各， 


了 一 1] 
(iii) .44 一 0,7 天 7 
且 这 时 存在 # 阶 非 蜡 方 阵 己 , 使 得 
PAP'!:=diag(0,, a Om Ta, O(nj+1, "oe O(nm)), 
1 jm 


e 了 了 87 。 


第 八 草 “多重 线性 图 数 


§ 8. 1 线性 函数 和 双 线 性 函数 


定义 ”给 定 n 维 复 ( 实 ,有 理 ) 数 域 上 线性 空间 2. 自 变量 取 多 
中 向 量 , 函数 值 为 复 ( 实 、 有 理 ) 数 的 函数 f 称 为 线性 函数 , 如 果 

f(ag+ bp)=af(a)+6f(B),， Ya, BEN,， a, 5 为 复 ( 实 、 有 
理 ) 数 . 

定义 设 f,g 为 n 维 线性 空间 RR 上 线性 函数 , 则 a->f(a) 十 
V(a)，vas& 定义 了 只 上 线性 函数 ， 记 作 +9， 称 为 上 /和 9 之 
和 .给 定数 a 则 a>af(&), YaE&R 定 义 了 中 上 线性 函数 , 称 为 了 关 
于 纯 量 a 的 费 量 乘积 . 

于 是 

定理 8.1.1 记 &* 为 n 维 线性 空间 & 上 所 有 线性 函数 构成 
的 集合 ,， 则 &* 在 上 面 定 义 的 加 法 及 纯 量 乘积 下 仍 构成 线性 空间 . 
称 为 线性 空间 的 共 思 空间 或 称 对 偶 空 间 . 

”下面 给 定 % 维 线性 空间 &, 我 们 来 具体 描述 夫 恩 空间 , 即 给 出 

线性 函数 的 坐标 表达 式 . 

在 & 中 到 定 基 w,…aw 于 是 只 中 任 一 向 量 


其 中 zi， C2 "sg wn 为 % 个 独 江 自 变量 . 设 了 为 只 上 线性 图 数 ， 


于 坪 
/< 一 ~ 
了 (Ga = 人 这 zx) >， Za7) = >， Gj, 
了 三】 了 三 1 了 一 1 


。 工 8S2 。 


其 中 by 一 了 (ay)， j=1,2,.…,7. 有 反之 ; 任 取 常数 G1 005 则 


I (5 zi) 一 人 >， 07X3 
1=1 


j=1 
为 线性 图 数 , 它 有 aj = 了 (ay)， j=1,2,.,%, 所 以 记 
1 f (81) 
一 及 : f= (0) » 
Tn Fo) 


则 线性 国 数 f(a) 和 2zx1l 和 托 阵 了 之 间 有 自然 的 一 一 对 应 关系 ， 且 
车 : 
f (81) 9 (1) 


f(a) > fee) g (a) > 9 ee 
f .7;) g (Cn) 
又 任 取 常数 0 0, 则 和 有 


(af + bg) (0) =af(c)-Hbg(c)->af+59 
laf tb AN 
[ap so) 0,) 


(af 十 09) (cn) 

这 十 明了 共 轿 空间 %* 和 nx1 和 矩阵 构成 的 线性 空间 六 ; 间 在 对 应 
(a) 一 ff 下 为 线性 同 构 ,所 以 dim%* 二 %. 

定义 ”给 定 % 维 线性 空间 &, 记 &* 为 8 的 共 罗 空间 ， 在 8 中 
任 取 基 &1,%2,… ,rs 则 在 &* 中 存在 基 fi, fi,…, fs 使 得 

fi(0;) 一 Oh 1, J =1,2,, NR 

基 五, 了,…, fi 称 为 aaz ,Qn 的 对 偶 基 . 

定理 8.1.2 设 名 为 n 维 线性 空间 ,&* 为 & 的 对 偶 空 间 . 在 
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从 中 任 取 基 Wl, Ros 9 ny NY 中 对 人 惕 基 记 作 fi, f2, ”3 f»- 九 任 取 
feN*, 有 


f= f(a). 


证 任 取 a= >,7%， 则 


j=1 


(1— 5 f(a)f) =7(0 — SFC) Fi(o) 


= S717, f (0)) 一 2 fg)zsfi (6) 
了 2 


= DIf (0)z— 2 Otif (8) = 0. 
7=1 1,7=1 
这 证 明了 f= > f(a)fi. 定理 证 完 . 


定理 8.1.3 在 #% 维 线性 空间 & 中 取 定 基 {a1,*…',@r} 和 {Bi 
jp ,相应 对 偶 空间 &* 中 对 偶 基 为 {f1,…, 思 } 和 {91,… 9,}， 
蔡氏 的 基 变 换 对 应 的 非 异 方 阵 为 4 二 (a;y)， 则 对 偶 基 的 基 变 换 对 
应 的 非 异 方 阵 为 (47)-: 

证 今 


1 
Pi= > ayios, t=1,2,..°, Nn. 
1=1 


gq;= > bssfs, i = 1,2,., Nn. 
1=1 


O01 =9:(Py) = > pf (2 or) 
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1 nn 
一 >, biassf (ar = > DeiQps. 
tsk= 1 I=] 


这 证 明了 % 阶 方 阵 8= (51;) 有 BA=7, 所 以 B==(4-"'). 证 完 . 

定理 8.1.4 设 .以 为 n 维 线性 空间 2 上 线性 变换 任 取 呈 上 
线性 国 涩 了 则 

>f(.% (x)), vaER 
为 六 上 线性 葬 数 , 记 作 .以 *(f)， 即 有 
(wf (站 )a) 王 fla))， VaERL. 

于 是 引进 了 8 员 的 对 偶 空 间 &f+ 上 映射 以 *:f->L*(f), YfER*， 这 
时 .tx* 为 &+ 上 线性 变换 , 称 为 .x 的 对 偶 变 换 或 共 轿 变换 ， 在 中 
任 取 一 组 基 &1,&%z，,…, Qs 记 .f 对 应 的 方 阵 为 4= (qsy), 再 在 名 * 中 
取 ta az 2 的 对 偶 基 所 ,2,…, fr 则 共 罗 变换 .A * 在 对 偶 基 
所, f2，…, fr 下 对 应 的 方 阵 为 4. 

证 ”由 定义 关系 (4*(1))(@)=f((@))，YaER，fER* 及 
直接 计算 可 知 .XX* 为 & 上 线性 变换 . 


设 以 (0s) 二 > 071001， A* (fi) = Dbsifs, 1 二 1,2,，… ,其 
j=1 1=1 
中 B= (65) 为 2* 在 对 偶 基 fi,f,…, fs 下 对 应 的 方 阵 . 今 
: (dy (fi)) (8) = f(A (my)), : 2 一 1 2 
所 以 有 
3 brif (ay) =f( 5 ua) 
此 二 1 i=1 
这 证 明了 
2 Des038 = 2 G1s014 
k=1 1=1 


或 by, 二 9a,y， i ,j= 二 1,2,…,%. 此 即 B=A. 证 完 . 
定义 % 维 线性 空间 上 函数 f(a, B) 称 为 双 线 性 函数 ,如 此 
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faax+56,8)=af(a, PB) +af la, Pp), 
fla, 6B+2p)=:bf (a, Bp)+bf (a, p), 
Ya, 4, ,EQR，a, 6,5,5 为 数 . 
定理 8.1.5 在 %” 维 线性 空间 & 中 取 定 基 {ai az ao。， 设 
了 为 & 上 双 线 性 图 数 ， 记 


f (G1, 081) 了 (ai Wn) 
"| : : 9 


了 (cy 1) 了 (Qnr Qn) 
称 为 双 线 性 函数 了 在 基 {Qi, az，…qn} 下 的 方 隆 天 示 . 则 对 号 中 


任 两 同 量 a > ii b= > yey 有 


f(a, BB)=7F 
其 中 


反之 ， 任 取 % 阶 方 阵 也 ， 则 zy 一 入 >lzias，》J gx) 定义 了 有 
z 一 1=1 / 


上 一 个 双 线 性 函数 ， 所 以 双 线性 函数 了 与 4 阶 方 阵 也 之 间 的 对 应 
为 一 一 对 应 . 
证 今 


f(a, P)=f( Sri >， ys |= >， rysyf (i Gy ) 一 2 Py. 
i=1 1=1 ”i=1 : 


反之 , 任 取 % 阶 方 隆 有 = (fs)， 由 定义 可 知 f(ziws， 3 yyoy) 
一 1 f=1 


二 z'Py 为 8 上 双 线性 函数 ， 为 了 证 明 f>7 为 一 一 对 应 ， 只 要 证 
义 上 双 线 性 困 数 f, 9 有 f=9 当 且 仪 当 fj(g&;， ar) 一 ga 97)， 
es。 了 了 86 。 


i7 = 2 om。 事实 上 , 记 屯 和 G 分 别 为 ， 双 线 性 函数 f,g 在 基 
(ta xz ya 下 的 方 阵 表示 ,， 由 f(a,B)=x Fy=2x'Gy==9g(a, Bp)， 
Ya，BER 可 知 当 % 阶 方 了 泗 有 =G， 则 有 双 线 性 图 数 了 =9。 反之 
显然 ， 证 完 . 

定理 8.1.6 在 # 维 线性 空间 只 中 取 定 基 {1,02,…,Qn} 及 
{Bi1, B，,…，pBn}， 记 基 变 换 对 应 的 % 阶 非 异 方 阵 为 P= 二 (piy)， 设 
f 为 & 上 双 线 性 函数 , 它们 在 基 {a as2， Qn} 及 {Bi， 让 时 
对 应 的 % 阶 方 阵 分别 为 F,G, 则 有 

G=P'FP. 
证 由 G 的 定义 可 知 , 它 的 第 1 行 ,第 3 列 元 素 为 


f (8;, Bs) =f( > PesCk pu) 


角 
一 人 Prif (Cis C1) Diss 


其 中 了 (ae 80) 为 % 阶 方 阵 了 的 第 6 行 , 第 1 列 元 素 , 将 上 式 写 成 方 
阵 乘 积 的 形式 , 则 有 G=P'FP. 证 完 . 

于 是 自然 地 引进 : 

定义 ”% 阶 方 阵 4 和 B 称 为 相合 的 ， 如 果 存 在 % 阶 非 异 方 阵 
P, 使 得 

B=P'AP, 

定理 8.1.7 % 阶 方 阵 间 的 相合 关系 为 等 价 关 系 。 

证 在 相合 定义 中 取 已 为 4 阶 单 位 方 阵 , 所 以 证 明了 4 和 贡 
相合 , 即 证 明了 反 身 人 性. 设 4 和 B 相合 ， 即 存在 4 阶 非 异 方 阵 P， 
使 得 =P'4P. 干 是 4= (P-!)'B(P-!)， 这 证 明了 B 和 4 相合 ， 
所 以 证 明了 对 称 性 ,最 后 ,车 4 阶 方 阵 4,B,C 有 4 和 B 相合 ,B 和 
C 相合 , 即 存 在 % 阶 非 异 方 阵 P,@, 使 得 B=P'AP, C=0'BQ， 于 
是 C=9'(P'AP)Q8= (PQ)'4(PQ)， 这 证 明了 4 和 0 相合 所 以 
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证 明了 传递 性 ， 至 此 证 明了 相合 关系 为 等 价 关 系 ， 证 完 

由 相合 定义 可 知 

定理 8.1.8 两 个 2# 阶 方 阵 4 和 B 相合 当 且 仅 当 在 1 维 线性 
空间 吕 上 存在 双 线 性 函数 f， 使 得 4 和 B 为 f 在 不 同 基 下 对 应 的 
方 阵 ， 所 以 所 有 互相 相合 的 方 阵 构成 的 集合 ( 即 等 价 类 ) 和 双 线 性 
阔 数 间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 关系 。 

上 面 定 理 实 际 上 给 出 了 方 阵 相合 这 个 概念 的 几何 解释 ， 因 为 
双 线 性 函数 的 定义 与 空间 有 关 , 与 基底 选取 无 关 。 

为 了 在 第 十 章 , 第 十 一 章 和 第 十 二 章 中 有 用 ,在 下 面 引 进 一 些 
重要 的 双 线 性 函数 . 

定义 不 维 线性 空间 & 上 双 线 性 国 数 了 称 为 对 称 ( 斜 对 称 ) 

的 ,如 果 有 f(g,P)==f(pB,a) fo D) = 一 帮 (2a))，yYa, BER. 

定理 8.1.9 n 维 线性 空间 史上 双 线 性 函数 为 对 称 ( 斜 对 称 
有 的 当 且 仅 当 在 & 中 存在 一 组 基 , 使 得 在 这 组 基 下 它 对 应 的 方 阵 表 ) 
示 为 对 称 ( 余 对称) 方 阵 . 

证 在 & 中 任 取 一 组 基 car,…，an。 设 了 为 对 称 双 线性 也 
数 , 则 有 f(ai, 7) 二 f(ay,&1). 于 是 


ja GD  f (G1, On) 
F= * ， 


f (ca 了 (wy an) 
为 对 称 方 阵 . 反 之 ,知己 对 称 , 即 Fai ay) = aai)，1 委 is 
自然 f(a, B) 一 78,o) ， 即 为 对 称 双 线性 函数 ， 在 斜 对 称 情 形 证 
戎 是 相 同 的 .证 完 ，. 
下 面 定 理 是 比较 重要 的 . 
5j 理 8.1.1 设 4 为 n 阶 方 阵 , 则 
58= 了 (4+A)， KK= 雪 (4 一 A 
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分 别 为 对 称 方 阵 及 竺 对 称 方 阵 , 且 有 
4A 二 十 区 ， 
进而 , 若 存 在 对 称 方 阵 5S1, 斜 对 称 方 阵 六: 使 得 
A= 51+K,, 
则 有 Si 二 SS，K! 二 起， 即 % 阶 方 隆 4 能 唯一 地 分 解 为 一 个 对 称 方 
隆 S( 称 为 4 的 对 称 部 分 ) 和 一 个 斜 对 称 方 阵 了 ( 称 为 4 的 斜 对 称 
部 分 ) 之 和 
证 显然 ,5 =S,K 一 一 下, 下面 证 唯一 性 , 今 在 4= 启 十 下 一 
Si 五 于 是 & 一 Si = 天 1 一 玉 . 因 此 
S—S:8—S = (KI~— KK) 
—K/'—kK'=—K,+K=S—S 
这 证 明了 AS=A 所 以 天 = 下:， 证 元 . 
定理 8.1.10 7 维 线 性 空间 中 上 双 线 性 函数 了 可 唯一 地 分 
解 为 一 个 对 称 双 线 性 图 数 s 和 一 个 笑 对 称 双 线 性 函数 下 之 和, 日 . 
在 中 中 取 定 楚 {&1，&2;*……，Qsj} 后 ， 则 ff，s， 分别 对 应 方 阵 为 


4,8 = 让 (4+4),K= 二 (4 一 4). 
证 记 sla,8)=5f(a, B)+31(B,%), to, P) 


_1 _1 

=3f(%, B)—5f(B,0). 
不 难 证 明 s 为 对 称 双 线性 函数 ,k 为 斜 对 称 双 线 性 函数 ， 显 然 f= 
S 十 8 在 ~ 中 取 定 基 Qi1, Q29 … ,Qns 设 了 对 应 n 阶 方 阵 为 4, 则 s 各 
k 分 别 对 应 万 (4 二 4) 一 5 及 三 (4 一 4) 二 了， 由 于 车 f=si 十 hh， 
其 中 si 对称， 斜 对 称 ,它们 分 别 对 应 1 阶 方 阵 4,51, 玉 :,， 显 然 
S81, Ki 分别 为 对 称 及 斜 对 称 方 阵 , 又 4 二 ,十 ,由 引 理 8.1. 1， 
所 以 S1 一 序 (4 二 如)， Ki 一 志 (4 一 41). 这 证 明了 s1=s,b,=#， 妈 
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分 解 唯 一 ， 证 完 ， 

定义 设 j 为 和 维 线性 空间 只 上 双 丝 性 国 数 , 则 

g(a)=f(ua), VaER 

为 只 上 的 负数 ， 称 为 二 次 型 ， 当 8 为 实 线性 空间 时 ， 实 二 次 型 
2(a) 称 为 定 正 ( 半 定 正 、 定 负 ,. 半 定 负 ) 的 ,如 果 PP(a)> 盖 0( 关 0, 二 0， 
0), Va 0,gEL. 

定理 8.1.11 在 % 维 线性 空间 % 中 取 定 一 组 基 {&1，Q&%2,…*， 
Qn}; 则 二 次 型 g(aq) 有 上 坐标 表达 式 

pD(a) = SY, 

其 中 心 为 对 称 方 阵 , 且 上 述 表 达 式 唯一 ， 

证 今 f(a,B)=x'Fy, 于 是 

p(a) =f (a,0) =7z'Fz= (Pz |v'p'x) 


一 2 (2 (F++F') jz=zSz， 


其 中 5S 为 的 对 称 部 分 ,再 者 z'5x=zx'Sizx, 其 中 S，8S, 都 是 nn 阶 
对 称 方 阵 , 于 是 z (5 一 S81)z= 二 0, 其 中 8 一 人 也 对 称 ， 比 较 zu zz， 
… Xn 的 各 项 系数 , 便 证 明了 & 一 8 =0. 证 完 . 

定义 nn 阶 实 对称 方 阵 S 称 为 定 正 ( 半 定 正 , 定 负 、 半 定 负 ) 的 ， 
记 作 心 >0( 关 0 二 0, 三 0), 如果 二 次 型 xz58z0( 之 0, <0， 魏 0) 对 
一 切 0 关 zEV 成立、 其 中 VV 为 所 有 nx1 实 矩 阵 构 成 的 4 维 实 线 
性 空间 . 

注意 ,由 于 当 5 为 % 阶 复方 阵 , x 为 ?xl 复方 阵 ， 则 > Sz 仍 
为 复数 ,所 以 上 述 定 义 类 效 ， 在 复 的 情形 ,我们 从 下 面 角 度 推广 , 


| 理 8.1.2 设 4 为 阶 复方 隆 ， 则 二 (4 十 不) 一 已, 寺 (4 一 


4 ) = 开 分 别 为 Hermite 方 阵 及 伏 Hermite 方 阵 ， 且 
4 一 瓦 十 下 ， 即 4 能 分 解 为 Hermite 方 阵 HH( 称 为 Hermite 部 分 ) 
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和 斜 ermite 方 阵 五 ( 称 为 余 Hermite 部 分 ) 之 和 ， 且 上 述 分 解 
唯一 

证 分 解 的 存在 性 显然 ， 下 面 证 唯一 性 ， 设 4 为 2 阶 方 阵 ， 
且 4= 卫 ,十 K!,， 其 中 Hl 为 Hermite 方 隆 ， 太 | 为 科 Hermite 方 
隆 ， 于 是 4 二 =H’ 十 RK!=H, 一 Ki. 因 此 4+4'=2H,,4—A4'=2K,, 
这 证 明了 五 ,二 吉 , ,二 ,所 以 证 明了 分 解 的 唯一 性 . 证 先 . 

定义 久 维 复线 性 空间 上 复 值 函 数 h(a,P) 称 为 % 上 He-r 
mite 双 线 性 函数 ,如 果 它 适合 条 件 : 

(1) h(aat+ a6, pb)=ahla, Pp) + ah(a, Bb), 

(2) hla, bB-tFer) =bh(a, PB) -+oh(a, 7), 
其 中 a,6,0,c 为 复数 ,a, 5 8b,TrER. 

定理 8.1.12 在 ? 维 复线 性 空间 中 中 任 取 基 (as as，… cj 
给 定 Hermite 双 线 性 函数 &a 6), 则 
h(a, B)=27 Ay, 


性 名 
其 中 二 XjQy, P= >，gaab 又 


hla, 1) 机 h(i, en) 
了 有 Y = . A= . . 

| h (Gn,01) 办 Ai(an cn) 
必 n 4 


反之 ， 任 给 n 阶 复方 阵 4， 由 
:3 £104, 之 ， 0 )=*4 
了 一 k=1 


为 史上 Hermite 双 线 性 函数 ， 所 以 Hermite 双 线 性 函数 和 站 阶 
复方 阵 闻 有 如 下 的 一 一 对 应 ; h->4. 
证 今 
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FO 


h(a, p) a Tam, > yor 上 Th (ay az) 光一 2 AY. 
f=1 k=1 


;EE 二 1 
及 之 ， 由 定义 可 以 验证 从 ZX 7 人 1 >， 2f Ob )- Z Ay 为 Hermite 
f=1 1=1 


双 线 性 函数 ， 最 后 ,为 了 证 ->4 为 一 一 对 应 ,只 要 证 x 487=z7 B3， 
Vr,yEV,(C), 则 4=B, 其 中 V,(C) 为 所 有 mx1 复 矩阵 构成 的 3 
维 复线 性 空间 .比较 同类 项 系数 可 知 断 言 成 立 。 证 完 . 

定理 8.1.13 在 7 维 复线 性 空间 号 中 任 取 两 组 基 {@/，6s,*…， 


Qn} 和 {hi, bs, "ys br}. 记忆 = > Pinoys 1 妇 1 委 2, 其 中 P= 《2;7) 为 
了 =1 


1 阶 非 卉 复方 阵 ， 记 下 为 史上 Hermite 双 线 性 函数 ， 它 在 基 {a 
xz pp 4} 和 {Bi1, PB2,…, Ba} 下 对 应 的 方 阵 分 别 为 2 阶 复方 阵 4 和 和 
B， 则 有 
B=P'AP 
证 今 


h(i, Bs) -4 Pei Og, 六 xmj- 袜 Drih (Cr, Cr) Bs 
k=1 i=1 k,l=1 


写成 方 阵 形式 , 即 有 B=P' AP. 证 完 . 

定义 nn 阶 复方 了 泗 4 和 B 称 为 复 相 合 的 ， 如 果 存 在 7% 阶 非 蜡 
复方 阵 了 , 使 得 =P'AP. | 

由 此 定义 ,上 面 定理 可 以 改写 为 

定理 8.1.14 2 维 复线 性 空间 上 的 Hermite 双 线 性 国 数 在 
不 同 基 下 对 应 的 方 阵 是 复 相 合 的 . 

定理 8.1.15 复方 阵 的 复 相合 关系 是 等 价 关 系 . 

证 取 P 为 n 阶 单位 方 阵 , 则 有 4=P'AP, 即 4 和 4 复 相 合 ， 
这 证 明了 复 相 合 的 反 身 性 , 设 P 为 n 阶 非 异 复方 阵 , 且 对 73 阶 复方 
阵 4,B, 有 B==P'4P, 于 是 有 4=(P-1)'B(P-!), 即 车 A4 和 B 复 相 
DZ 


合 , 则 妃 和 4 复 相合 ,这 证 明了 对 称 性 . 最 后 , 厂 # 阶 复方 阵 4, B， 
C 有 A4 和 B 复 相合 , B 和 C0 复 相合 , 即 若 存在 4 阶 非 异 复方 阵 了 ,8, 使 
得 B= P'AP,C 一 9"'BY, 于 是 有 C=@'B9=Q'P'APY= (PQ) A(PQ), 
这 证 明了 4 和 0C 复 相合 , 所 以 证 明了 传递 性 ， 因 此 证 明了 复 相合 
为 等 价 关系 . 证 完 . 

下 面 考 虑 两 类 特殊 的 Hermite 双 线 性 图 数 . 

定义 2 维 复线 性 空间 & 上 Hermite 双 线 性 函数 凡 (a, 8) 称 为 
Hermite 的 ( 斜 Hermite 的 ), 如 果 有 h(a, BB) 二 h(B,a) (h(a, BP) = 
一 上 (Ba))， Va, PER. 

于 是 显然 有 

定理 8.1.16 在 ?4 维 复线 性 空间 & 中 任 取 一 组 基 {c as …， 
wwnj, 则 Hermite 的 Hermite 双 线性 函数 对 应 的 方 阵 为 & 阶 Hermite 
方 阵 ， 斜 Hermite 的 Hermite 双 线 性 函数 对 应 的 方 阵 为 2 阶 斜 
Hermite 方 阵 . 

且 由 引 理 8.1. 2 有 

定理 8.1.17 2 维 复线 性 空间 & 上 Hermite 双 线 性 函数 能 瞧 
一 地 表 成 一 个 Hermite 的 Hermite 双 线 性 函数 和 一 个 儿 Herm ite 
的 Hermite 双 线 性 函数 之 和 。 换 甸 话 说 , 任 一 % 阶 复方 阵 能 唯一 
地 天 成 一 个 Hermite 方 阵 和 一 个 斜 Hermite 方 阵 之 和 . 

定义 设 h(a, 8B) 为 n 维 复线 性 空间 上 Hermite 的 Hermite 
双 线 性 函数 , 则 


P(a) 一 jc)， VER 
为 上 的 国 数 ， 称 为 & 上 Hermite 型 、 它 是 && 上 实 值 函数 ， 设 
(a)>0( 宕 0, 过 0, 志 0), YaER，a 关 0， 则 wo 称 为 史上 上 定 正 ( 半 定 
正 , 定 负 , 半 定 负 ) Hermite 型 . / 

定理 8.1.18 在 2 维 复线 性 空间 & 中 取 定 基 ab az，… cx 则 
Hermite 型 p(a) 有 坐标 表达 式 
193。 


pa)=7 Hi, 
其 中 a= 二 > rjaj, 又 囊 为 Hermite 方 阵 ， 且 上 述 表 达 式 唯一 ， 即 : 
了 一 工 


Hermite 型 和 Hermite 方 阵 间 是 一 一 对 应 的 ， 
证 今 h(g,B) 为 nn 维 复线 性 空间 RX 上 Hermite 的 Hermite: 
双 线 性 函数 , 则 p(a) =h(g，Q) 为 X 上 Hermite 型 ， 在 & 中 取 定 - 
基 , 则 有 
g(a)=h(a,0) 一 2 4 
由 h(a,&) 一 joya)， 所 以 (z45) 二 x'4'z. 于 是 


pO)=h(a, 4) =z Hz, 五 = 也 (4 十 了 )， 


再 证 唯一 性 . 今 若 HH,，H 为 na 阶 Hermite 方 了 泗 ， 且 有 Hz=- 
z HZ, VzEF (CC)， 其 中 (CC) 为 所 有 2xl 复 矩阵 构成 的 线性 空 - 
间 . 于 是 x (五 一 五 /)z 二 0, VxEV,.(0)， 比较 ?1，…, zr 的 各 种 二 
次 项 72;7; 之 系数 , 便 证 明了 且 | 二 五 .证 先 . 

定义 7 阶 Hermite 方 阵 五 称 为 定 正 ( 半 定 正 ， 定 负 ， 半 定 : 
负 ) 的 ,如果 它 唯一 决定 的 Hermite 型 > Hz 是 定 正 ( 半 定 正 , 定 负 ， 
半 定 负 ) 的 , 即 对 一 切 0 关 xEV.(0), 则 有 zz Hi3>>0( 宕 0, <0 委 0). 
这 时 记 作 五 >0(0, <0, <<0). 


习题 8.1 


1。 试 证 : 实 线性 空间 上 的 有 限 个 线性 函数 的 平方 和 为 半 定 正二 次 型 
2， 设 1(ca, D) 为 实 线性 空间 中 上 双 线 性 函数 , 记 
ker ( 疙 一 {cEc8 fc Bb)=0, YAERY. 

试 证 ; ker (f) 为 名 的 子 空 间 , 称 为 了 的 核 。 当 ker(f)==0, 则 称 名 上 双 线 性 函 : 
数 /为 非 退 化 的 。 试 证 : f 为 非 退 化 的 当 且 仅 当 它 对 应 的 方 阵 是 非 异 的 .在 . 
& 中 任 取向 量 a, D, 如 果 f(c,D)=0， 则 称 c， 有 关于 双 线 性 汰 数 j 是 正 交 . 
的 . 试 证 : 在 名 中 任 给 子 空间 &， 则 
°° 194。 


Li= {at®|f(a, BP) =0, VAES,)} 
为 号 的 子 空间 , 称 为 8 的 关于 下 的 正 交 补 . 
设 (a, 有) 为 复线 性 空间 8 上 Hermite 双 线性 函数 , 和 上 面 了 一样 可 定 
“ 义 核 . 非 退化 , 正 交 补 ， 试 证 : 上述 性 质 也 都 成 立 . 

3。 记 fo, D) 为 实 线性 空间 8 上 对 称 双 线 性 函数 , 记 ， 

R={atdif(a,a)=0} 

则 名。 中 子 空间 称 为 全 迷 向 子 空间 ， 

(i) 试 证 :8 中 子 空间 呀 为 全 迷 向 子 空间 当 且 仅 当 双双 ， 

Q1) 设 汶 ,, 宗 , 为 & 中 两 全 迷 辣 子 空 间 , 第， 串 : 为 子 空间 。 设 汰 ; 有 子 
空间 直接 和 分 解 

物 , 二 第 : 欠 ( 员 几 先 ,), i=1,2. 
试 证 : 阮 , 门 叶 z: 有 子 空间 直接 和 分 解 
激 , 站 入 ; 二 (我 ,由 法;) 中 (第 由 条)， 


§ 8.2 多 重 线性 函数 和 张 量 


定义 设 只 为 2 维 线性 空间 , 给 定 s 个 互相 独立 的 变 向 量 5， 
2 ,bss 个 互相 独 并 的 变 线 性 阔 数 91,92,…，94:。 设 这 s 十 t 个 
变 元 的 函数 
JE 19°'59s) 
适合 条 件 ; 在 其 中 任 痢 固定 s 十 1 一 1 个 恋 元 , 则 为 余下 变 元 的 线性 
国 数 .这 时 了 称 为 多 重 线性 函数 , j 又 称 为 (s， 切 型 张 量 , 即 s 阶 
共 变 ,t 阶 反 变 张 量 . 它们 全 体 构 成 集合 多 1， 特别 ， D0 约定 为 所 
有 纯 量 构成 的 集合 ， / 
显然 ,在 多 1 中 可 引进 加 法 及 纯 量 乘积 如 下 : 
(1) 加 法 , Vf, gE 儿 4， 
(f+9) (81 E05919 °° 7) =f (61, °° E03 1 **', G1) 
+g(é1 "8s 1 °° ,91) 
(2) 纯 量 乘积 , Yf€ 纺 1,a 为 纯 量 
(af ) (81s'°°, E33 91°" .97) =af (EEs391, ,91). 
。 795 。 


由 定 义 不 难 验证 纺 ; 为 线性 空间 . 
5| 理 8.2.1 乡 ! 为 人 维 线 性 空间 ， 
证 在 & 中 取 定 一 组 基 aaz an 记 太 ,fp 下 为 六 的 
对 偶 空 间 &* 中 的 一 组 对 偶 基 . 于 是 有 
fi = tI =1,2,.,n 
记 s 个 变 向 量 


后 一 > rijdy, 2 一， 23 
j=1 
记 t 个 亚 线 性 范 数 
gy= > yrif, k=1,2,..,1, 
1=1 


任 取 fE 儿 1, 于 是 


' 
flé, ” < 91， "ys 91) 一 >, > Tt tia "Tet, 


b=1 jesdy=1 
< YY2s Ya Gi ss fy fj,). 
记 常 量 
f(@; ,7 0 fy fi) = a LE 1 
所 以 (st 型 张 量 可 以 看 作 ns*!' 个 独 并 自 变 量 oj，1 委 1 委 s，1 委 
7<2 及 Bip1 委 ?1 委 避 1 委 / 入 ”的 函数 . 我 们 称 人 + 个 数 
a < 人 
为 (5， 引 型 张 量 了 在 基 1，…，a, 下 的 坐标 ， 显 然 ， 它 唯一 决定 
f. 反之 , 任 给 m+ 个 数 qi 全 -1 和 记 $s Jj"… ;J 革 R 考虑 


匠 


; z 
G 1 1 Tey Tota Tes I1I 92472" "Ys 


#1 jji=1 

在 中 取 定 基 ci，…a 则 它 定 义 了 & 上 (s， t ) 型 张 量 ， 
由 此 可 见 , 绿 ; 中 元 素 由 且 仅 由 ww*! 个 数 了 唯一 确定 .因此 我 们 
取 定 指标 ? 12? ”多 ?2， 71 “*"y 7， 使 得 它们 取 1, 4 9 2 之 一 ， 取 一 组 数 


»* 1J96。 


Qh! fl = nis ,Bit Opt Ojo, 
于 是 定义 了 @; 中 元 素 fi 全,1<i ios sm 
即 有 
fi11 3 (El,: *， Ss G1 1) = is, Z2i "Ter Yj, Y2j, Yip 
我 们 来 证 (和 三 2 < jy ji…， J4<0} 为 急 ? 中 一 组 基 . 
事实 上 , 任 取 丰 2;, 风 


f (éE, "ys és 91, ,91) = Dj fa, "0 fi pe) 
x fi 性 KE "Sy és 91 四 9 1). 


ee ?1 2 “1 Li, "* ‘9 bs 1 JN 线性 生成 如 i ,最 后 
它们 线性 无 关 . 事实 上 , 车 


1 n 
>, 43 2 和 := 
1 


dr" $=1 了 网 | = 


第 即 


痊 
1 了 2， si 
之 ， 0 TL" "Tessd1i.Y2j,.°° 一 0. 


和 1 ,=1 
这 证 明了 ali121: =0, Vv 1 < 1, $s 21 和 7 和 1. 所 以 断言 成 
让， 因此 多; 的 维 数 为 m+， 证 完 . 

作 形 式 直 接 和 


oo 


: BD= 由 V!, 
使 得 镍 中 任 一 元 素 可 表 为 
F= >) fi, 


s+$ = 


其 中 fiE 纪 1, 且 上 述 表 法 唯一 , 即 若 
之 ， 疡 一 >， gs, Vf!, gED!, 


二 #,84=0 


则 必须 ji 二 g;,0<<s, ti 二 co， 于 是 儿 构成 无 限 维 线性 空间 , 其 中 
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加 法 及 纯 量 飞 积分 别 定义 为 
5 ES3 gi= 5 (用 二 97 


好 一 个 sa,.¢=0 s#s,1=0 
ee ee 
a>, fi=2>, (af!). 
sr:#=0 st=0 


重 村 的 是 引进 下 面 张 量 积 的 概念 . 

(1) 任 取 fE 儿 ;1,g5 儿 sg， 定义 和 9g 的 张 量 积 fg9 如下; 首 
先 , fC9gE 狠 1+7; 其 次 ， 

(f OO Eee) 

=f(610°°°, Se 919 "GI (Ger1s rs Estp) itl "1+9). 

由 定义 不 难 验 证 上 述 张 量 积 定义 有 结合 律 ,无 交换 律 ,有 单位 
元 素 1E 纺 1 

(2) 任 取 驴 中 两 元 素 P= 及， G= g1, 定义 了 和 G 


站 二 站 ss,1=0 


的 张 量 积 户 OG 如 下 ; 首先 , OGE 久 的 全 = 儿 ;其 次 ， 
rec- 人 人 je 全 路 - >, (fi W948)), 


sf=0 Pp,9 =0 
所 以 
rc- 立 (习习 Terij- 习 六 


1 


hs=2 2 fiOg?, 0<w,v<o. 


8 二 DPD=t 1+ 人 d= 


由 定义 ,显然 多 中 张 量 积 有 结合 律 ,无 交换 律 , 且 有 单位 元 素 
1€E 0. 

定义 ”线性 空间 中 如 果 可 以 引进 乘法 , 它 适合 

(1) 乘法 结合 律 


e 了 298。， 


a(By)=(apB)y, Va,p,vER,; 

《2〉 加 乘 分 配 律 
a(p+y)=aptay, (B+Yy)a=pat+ya, Va,B, rER; 
(3) 乘法 和 纯 量 乘积 间 有 关系 
a(apB) = (am)P=a(aB)，VYa, PER,a 为 纯 量 ， 则 & 称 为 结合 
代数 . * 中 子 空间 %, 称 为 子 代 数 ,如 果 任 取 a, BER1， 则 abhE%. 
显然 它 仍 为 结合 代数 . 

结合 代数 是 代数 学 中 最 重要 的 “代数 ”"， 例 如 : 所 有 ? 阶 方 阵 ， 
在 加 法 ,乘法 、 纯 量 乘 积 下 构成 % 维 结合 代数 .关于 结合 代数 的 
研究 属于 抽象 代数 这 一 学 科 ， 我 们 引进 这 个 概念 ， 是 为 了 给 出 

定理 8.2.1 无 限 维 线性 空间 多 在 张 量 积 下 构成 结合 代数 ， 
称 为 线性 空间 & 上 张 量 代数 . 

由 幻 之 张 量 积 定义 直接 验证 便 可 证 明定 理 , 在 此 略 去 . 

张 量 代数 是 近代 微分 几何 的 重要 工具 ， 它 首先 是 由 Einstein 
' 在 研究 相对 论 时 应 用 到 物理 学 上 去 的 ， 从 而 推动 了 近代 微分 几何 
的 发 展 . 但 是 Einstein 是 用 张 量 的 坐标 来 表示 张 量 ， 而 坐标 和 线 
性 空间 又 上 的 基底 有 关 ， 为 此 需要 给 出 在 不 同 基 底下 坐标 间 的 
关系 
引 理 8.2.2 设 & 为 和 维 线性 空间 ,，& 为 其 对 偶 空间 . (%")” 
: 为 2* 的 对 偶 空间 ， 任 到 PE(8*)”, 则 唯一 存在 号 中 向 量 a, 使 得 
Dp)=90), YPSR . 
“于 是 建立 了 (2*)* 到 上 的 线性 同 构 >a， 在 这 意义 下 ,我 们 改 

:记名 为 a, 即 视 (&*)* 汶 号 ,于 是 有 : 
GP)=90), VoER”, aER. 
证 在 全 中 取 共 {@…,ar} ,在 8* 中 取 对 偶 基 {f1,…,fr}. 在 
《2*)* 中 取 关 于 {f1,…, fn} 之 对 偶 基 { 中 ,,…, PD,}。 于 是 有 
fi&) = Df))=0, 1<i, IEn. 
e J99 。 


任 取 DE(R™)*, 则 有 


DBD= > 07 四 


j=1 
在 中 中 取 问 量 
Ga 一 > a0 
了 一 上 


显然 多 ->a 为 线性 空间 (2%*)* 到 各 上 的 线性 映射 ， 今 任 取 PER& ， 
记 9 一 Dj zfs, 则 | 
#4=1 


D(p)= jad (9) 一 人 > Dj asrsD (fr) 
j=1 1=1 k=1 


天 扼 
一 > ， Qjtr0js = > Qjy 
1=1 


Po) = Dtsfs(0) 一 > Dzsarf sa) 
1=1 1=1 此 = 


党 区 
一 DS via6jn 一 > a 


这 证 明了 人 (gg) 二 9p(a)，Y9ER*. 余下 要 证 : DB->a 为 线性 同 构 . 线 
性 性 显然 , 所 以 只 要 证 它 一 一 到 上 . 今 若 hE%, 有 LB(p)=9(p)， 


vopER*, 则 二 a。 事实 上 , 记 B= 25j%j, 则 同上 计算 
j=1 


人 ,0121 一 外 (0p) 一 2(B)= > bs, 
7=1 f=1 


其 中 x1,…, zs 可 取 任 意 值 ， 所 以 证 明了 5y=ay, 1 二? n， 即 有 
B=a.， 这 证 明了 映射 >a 为 线性 同 构 。 证 完 ， 

定理 8.2.2 在 72 维 线性 空间 & 中 取 基 {a cn}， 在 对 偶 空 间 
2* 中 取 对 侦 基 {f,…, fr}, 则 守 ! 有 基 


f1,00°%0 fi ,O00 1 < “bs 7 ”9 ji 
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于 是 。 | 
DZ:= BDO.ODODO.…ODI 
由 =&”% 纪 !=&， 即 有 
DB:= (QR*) C0 (8)! 
其 中 方 寡 按 张 量 积 来 理解 .又 线性 空间 & 和 &s。 之 张 量 积 ,C3， 
理解 为 由 {cicoas jyaiE&ib 2E3,} 线 性 生成 的 线性 空间 . 
证 由 定义 可 知 纪 6 一 &， 儿 1 一 (2*)*。， 由 引 理 8.2.2, 所 以 
多 1 二 8， 因 此 只 要 证 明 儿 ; 中 基 
fas 让 Of as OO, 1 i ts J 
就 行 了 . 这 里 符号 和 ? 理 8 2.1 的 证 明 中 出 现 纲 的 符号 相交. 
已 知 呈 = DY go, 1<i<s;g,= or 1<k<t, 则 
1=1 bl 
f(s E0919 °° 0) = Rie Fer YY 
而 由 张 量 积 的 定义 可 知 
(fi,0°%00 Fi ,O80 Om) (E10, Es 1s ***, 91) 
=f: (E10) °° fi, (6s) 0 (91) 7 (91) 
= fi (861) °° fi, (E0910) :gs (0y,) 
一 Xi 
所 以 证 肯 了 及 全 芷 二 六 QQ Q9Q@…Q9 证 完 . 
定理 8.2.3 在 % 维 线性 空间 名 中 任 取 两 组 基 {a,,…',as} 及 
{fi1,: 机 -, Pn}, 基 变 换 公 式 为 


pi= prar 1<i<n, 
j=1 


其 中 已 = (pi,) 为 % 阶 非 异 方 阵 ， 任 取 fED1, 设 f 在 林 {a1,…,a;,} 
及 16…pj 下 对 应 的 坐标 分 别 为 

人 1 和 ij 

{bi Li bs 1 SNR}. 


142°" 


° 201I1。 


则 它们 之 间 有 关系 


4 162 


及 7 
7413 3 1142" os 
GE 3! 二 一 2) Di Pi,s,,: 


并 
lk eo kas bso, LR XO=(q7) = (PP). 
证 由 定理 8. 1. 3， 记 {G1， ”9 On} ， {Bi, “bn} 之 对 侦 基 分 路 


为 人 f1,…, fn}， {hi Bs} 则 由 Bs = > pyiQys 1< tn 便 有 
j=1 


有 = 二 > gj,fjy，1 志 i 过 n. 另 一 方面 ， 


f= > 114, > ena fi Oro er, 
你 
f= > 达 bis hh BBD 


一 3 之 ， ott ( Parts, BB Pah, ) 


ty 有 一 1 k=1 


s 亿 2 吧 -8(> P1017, ) 


， 之 ! 之 ( 之 之 ， ER 人 pa 

Xf Of aa 
这 证 有 明了 定理 .证 完 . 

由 于 必 汪 为 s 阶 共 变 张 量 构 成 的 线性 空间 ， 于 是 共 变 张 量 全 

体 构 成 多 的 子 空间 


2,= DD- -Doh > (Q*)*, 


显然 儿 为 张 量 代数 多 的 子 代数 ， 
。202 。 


定义 7 维 线 性 空间 又 上 s 阶 共 变 张 量 f 称 为 对 称 共 变 张 
景 , 如 果 对 1,2,…,s 的 任意 排列 11;。…is, 有 
f (Eris Ess 610) =f (E61 £2 £3). 
3 阶 共 变 张 量 了 称 为 斜 对 称 的 ,如果 
fl(éis Eis Bi) = On flé1 £2 °° £0). 
定理 8.2.4 在 nw 维 线性 空间 8 中 取 定 一 组 基 {&), az …an}. 
记 {f fj 有 为 它 在 对 偶 空间 2* 中 的 对 偶 基 ， 则 中 上任 一 # 
阶 对 称 共 变 张 量 
j= >) qt, > ffs,. 


1 全 人 (3 a) 
| 


这 证 有 明了 s 阶 对 称 共 变 张 量 全 体 构 成 线性 空间 ,有 基 
> ff li 人 ii 


(iy ) 
其 中 约定 符号 
td, 
人 
的 意义 为 : 当 1 ta 为 3 个 不 同 数 时 ，J572…py7s 为 站 和 2 
的 排列 ; 当 ia 中 有 数值 相同 时 , 我 们 仍 看 作 不 同 对 象 , 且 
在 此 意义 下 jjo…js 为 计 ，i2，…， 记 的 排列 。 所 以 和 号 总 共有 
Ss1 项 . 
证 今 
f= > ,at fi ‘fy, 


(i fds 一 了 (ai ， 0 0。 
于 是 视 ty yay…yts 为 8 个 不 同 符号 ， 取 它 的 任意 排列 1f2 fs 
则 有 
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f (%; , %i,, “0 ,) =f(%;, Cj ‘0,). 


这 证 明了 
Oi foie Oj jie 
所 以 证 明了 
f= >, Or tat >， ff i,. 
loi iz"™te 
1142" js 
反之 , 显然 


> ff 
(1 全 区 ) 
为 对 称 共 变 张 量 ， 而 且 当 1 过 六 过 … 委 is<<z 时 ， 之， fs/. 00 


ia"is 


1 -fs 
GF;, 线性 无 关 ， 这 证 明了 它们 是 一 组 基 ， 证 完 . 
最 重要 的 张 量 是 斜 对 称 共 变 张 量 . 
定理 8.2.5 在 维 线性 空间 & 中 取 定 一 组 基 {aiaa an}. 
记 { 户 ,7 …， 加) 为 它 在 对 偶 空 间 &* 中 的 对 侦 基 , 则 只 上 任 一 s 阶 - 
射 对 称 共 变 张 量 
f= Do DD 


ia" 


po oti et hs 


Piss = 2 6 fi D 0f,, li i 
(3 
特别 ; 人 =290, 4 三 Rd 一 4 一 二 0 因此 张 量 代数 乡 中 气 
有 和 斜 对 称 共 变 张 量 构 成 2" 维 线性 空间 : 
4 一 人 中 人 的 … 中 da 
证 今 s 阶 共 变 张 量 
20 了 和。 


Ei 


f= > Ci jj 


| 
其 中 
CH 一 了 (ai ， Qt °°, Qs ,)。 
由 于 了 为 斜 对 称 的 ,这 等 价 于 
Qj = NFP GF ge 
其 中 Jspys 为 8 个 符号 ,252,… ,is 的 排列 . 
当 匀 , i2,…', zs 中 有 两 个 不 同 指标 对 应 之 数 订 二 说 . 于 是 
ME ET RT TE 


这 正明 Gist, = 0. 所 以 


f= > ye RL 
一 > J ER 


ii 
fi? 3，， -两 不 和 


一 人 >， Ui tamie 2 ) 7 fi fi fy, 


li i 挟 作 (3 ph 1 ) 
142°J8 


显然 Pi 二 证 ff.@…@f;。 为 * 阶 斜 对 称 
(977. 1) 


其 变 张 量 , 且 取 遍 1 记过 … 达 i 人 <w 时 ,它们 线性 无 关 . 这 证 明了 
.4 为 (“”) 维 线性 子 空间 ， 证 完 ， 


抽象 的 行列 式 定义 ,可 以 用 斜 对 称 共 变 张 量 来 叙述 . 
定义 记名 为 xi 入 阵 全 体 构 成 的 线性 空间 ， 则 足 上 nx 阶 
` 斜 对 称 共 变 张 量 
SIF s.rn (61s E29 °° En) 
: 称 为 由 和 个 列 同 量 所 ys 决定 的 行列 式 . 
为 了 7 证明 上 面 行列 式 定义 和 第 二 章 的 定义 等 价 。 我 们 可 以 更 
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一 般 地 给 出 


定理 8.2.6 在 ” 维 线性 空间 & 中 取 基 {o，…，a}. 


b= Sv, t 二 1, 2, °°, 3 
j=1 


则 多 上任 一 s 阶 斜 对 称 共 变 张 量 
f= > Qari lift 


1&i < i <n 


z 加 "0 Tli, 
Posi (Eis » Gs ) = 二 det : 4 


Vas Teis 


其 中 


1 tN 


] Vil 0 Xin 
Pi..n (El1s °°, En) af det | : .|. 


Ynl nn 


特别 


人 一 人 >》 ， Opp (的 万 (61, 


(1 
= DY Bess fs, (€1) fy (€,) 


° i i 
(R727) 


1 
el 2) CH J Vj 2 "Taj, 


3112° "ts 
7 了 1f2…7 


YI 0 Wii, 
一 二 det | : : | 
S| 

Cay Yei 


°° 20O0。 


记 


和 


证 完 / 
为 了 在 斜 对 称 共 变 张 量 之 间 引 进 有 为 一 种 近代 数学 中 重要 的 乘 
法 一 一 外 乘 . 我 们 先 给 出 

引 理 8.2.3 设 1<s， <" 目 fEA:,gEA:, 则 


h(Eé19 °°, é3+1) = TE 之 pi 
Gi 1 $2"* py + 


X f(s io) 9 (Biens Sto) 

定义 了 一 个 s+t 阶 斜 对 称 共 变 张 量 即 hEA"™:， 

证 显然 h(E1,…, E601) 为 s 十 t 重 线 性 函数 ， 下 面 证 它 已 是 锋 
对 称 的 . 今 任 取 1,2,…,s 十 t 的 排列 7 了 72…j# 吉 我 们 来 证 

h(Eéy 61,,,) = O33, 民生 

事实 上 ， 当 入 io…isort 遍 历 广 ,j0…, jori 的 所 有 排列 时 ， 也 人 遍历 

，…s (Gs 十 切 的 所 有 排列 ,所 以 
J ) : 加 


- >， 8 4 :f (Ei E19 (Bs00 3 "3 Er.) 


= t)! 了 
Ny 
.一 0 Cs+8) O12-s+8) ， 
CT 人 1 5) 4 i Pf; 二 
~ g (Gis 了 


=077.. h(E 2, ° . ,Catt) 
证 完 . 
定义 记 4 为 只 上 所 有 和 斜 对 称 浴 变 张 量 场 线性 生成 的 子 空 
疗 . 在 -4 中 定义 外 乘 人 如 下 : 
(1) 3 fiA > i Si fiMgs, Vhs, el, 0ci<n; 


三 笑 ts 一 


(2) foNg: = fo09;, fiAgo= gofis Vv 
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万,9jE 人 0 过 5 入 2 
(3) 当 1<s,t<n，fEA:，gEA!:. 则 由 引 理 8.2.3 定义 的 
Et 有 fAg=h， 换 句 话 说 


1 2 
(FA) (bs Er) TT ii 
(2 
了 (1 
由 定义 ,我 们 有 


定理 8. 2.7 在 2* 维 线性 空间 人 = 5314 中 引进 外 羔 “ 人 "后 ， 


4 构成 一 个 2" 维 结合 代数 , 称 为 外 代数 或 称 为 Grassmann 代数 . 
它 有 基 

1， Fits li/< min, 1<sen, 
且 有 

人 人 人 和 

其 中 人 为 六 的 基 {0&1, aa2， …， aa 在 对 偶 空 间 过 中 的 对 
侦 基 . 

证 ”和 任 取 f%* = 二 全, 则 


(AP (1, &) = 地 > 612 f(&, )f(E&,,) 


=5 (fF(E) F662) —f (2)f(81)) =0 


所 以 
fAf=0. 
令 F=f,,. 设 Ps ei, = iAfi,A "Af 则 : 
(fis, 人 人 人 二 
= (Piso Mfi,) (é13 623 °°"> 80) 
有 由 引 理 3.2. 3， 
208 ， 


(fi 人 下 人 … 人 太 ) (51 53，…， és) 
>, OF Pteton (EC 


sl 
442) 


性 
61 一 人 > 241015 1 委 ? 委 3， 


则 由 定理 8. 2. 6, 有 
(fi 人 四 入 … 人 人才 ) (&1, 52， “**y é€;) 
CI ”1 


2 ]l 
四 1 > ， Oy, Cs—1)1 一 1) | det : : Wj 8 


Tj 机 Vj ‘ul 


1 中 生 本 
一 一 一 一 一 一 一 一 012 : 6 j112f -1 
(S 一 1)18! 之 5 ji112"1 by by- “EG-, 


X Tot Thata’ Tht- Teis 
现在 将 fk…k。-1 作 一 系列 对 换 变 为 7192…7e-1 它 目 然 将 kik2..* 
E17s 变 为 A 所 以 


6 jj Ee 一 GE et 


bi ba bi haha fe 
因此 
(fs A*"Afi,) (5b 5 
1 :Ds : 
DI et 
4 Fo- 7 Wika! 3 1 
= 


一 < 2, Op SE “Wjis 
sty 1 2 有 ) 
刀 了 7 


= Pos 《3 罗 <,)， 
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习题 8. 2 


1， 试 证 : 外 代数 4 = > A! 有 性 质 


1=0 
fAg=(—1g9Af, ViéAs, gEéA'’, 0<s,t<n. 

2.。 记 C1(x, 引 为 两 个 变量 zz，y 的 一 切 连续 可 微 函 数 全 体 构 成 的 集合 ， 

试 证 : 偏 微分 算 子 
X f(t9 9) Vf gEC (sy) 
全 体 构成 的 实 线性 空间 多 记 
ur I dr vr YI Uy, Vu,vEO! (2,Y) 

为 上 实 线 性 国 数 , 定义 为 


也 - df( 2 22- 
iz(E)=1, dz 了 )=y( 六 )=0 (于 1, 


又 
(udz +vdy) (各 二 9 ) 一 4 十 9。 
引进 外 积 
Gta) A Grae tal) de #7) .are 
于 是 


dz 人 dz 一 0， dzAdy=—dyAMdr, dNdy=0, 
试 证 : 对 变数 变换 z 
z=f(z,9), Y=9(2,y), f, gEO1 (zx, ¥) 
记 Jacobian 为 


af 2f 


2 二 
了 (zzy) 一 det y 


2g 29 
ax yy 
和 刘 有 
dAadg=J (7, dr A dy 
扯 此 可 知 二 重 积 分 应 记 作 


e ZI10。 


Hz Cz dz Mdy. 


D 


3， 设 (61,…, 8) 为 史上 8 重 对 称 线性 函数 ， 令 


则 了 (zz，…3 z) 为 zf ，z2，…，X 的 s 次 齐 次 多 项 式 ， 反 之 ， 任 给 s 次 齐 
次 多 项 式 了 (zi yzn) 二 PP(z)， 试 证 唯一 存在 一 个 上 s 重 对 称 线性 函数 
(ev 5,) ， 使 得 f(z, … 一 下 (7)， 
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第 九 章 Euclid 空 间 


§ 9.1 Euclid 空间 


在 这 一 章 , 我 们 限制 在 实数 范围 内 进行 讨论 , 即 我 们 取 纯 量 为 
实数 . 

定义 ?4 维 实 线 性 空间 & 上 定 正 对 称 双 线性 国 数 称 为 A 上 的 
内 积 . 

在 2 维 实 线性 空间 & 上 取 定 内 积 , 记 作 (&, B) 则 有 

引 理 9.1.1 〈Cauchy 不 等 式 ) 在 % 维 实 线性 空间 只 上 取 定 
内 积 (a, B), 则 有 

(ca BP) < 0) (BB), Va, bERN 

且 等 式 成 立 当 且 仅 当 a 和 A 线性 相关 . 

证 引进 实 参数 二, 则 有 a+bER%， 于 是 

(gt+tip,atth)= ,0 +2t(0, 8)+t (Bp, B)>0, 
viER. 
当 B= 二 0, 不 等 式 (a, BB) 三 (a,0) (PB, PB) 自然 成 立 ， 当 bp 关 9， 十 是 
(6,8)>>0， 因此 二 次 多 项 式 的 判别 式 入 0 即 有 
(2(a,B))’—4(a,a) (CO Bb)<O 

此 即 Cauchy 不 等 式 成 立 ， 等 号 成 立 当 且 仅 当 二 次 多 项 式 有 实 根 
ti 即 有 (十 如 Ba 二 top) =0， 由 于 内 积 为 定 正 对 称 双 线性 函数 ， 
所 以 有 a 十 toB6=0, 此 即 &, 6 线性 相关 ， 证 先 ， 

定义 ”在 2 维 实 线性 空间 & 上 取 定 内 积 (% 六. 则 数值 

laj =、/(c,a) 三 0 
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称 为 向 量 a 的 长 度 ， 长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 癌 量 . 

显然 ,长 度 为 零 的 向 量 只 有 零 向 量 . 

定义 ”在 % 维 实 线性 空间 人 上 取 定 内 积 (a,B6)， 当 4=0 或 
p=0 时 ， 我 们 约定 向 量 a 和 之 夹 角 为 直角 ， 当 a 关 0, 0 天 0 时， 


数值 
一 1 (&, pb) 


lal 18| 
称 为 向 量 a 和 PB 的 夹 角 .这 里 约定 os 取 主 值 , 即 有 
0 之 0 之 x. 

洋 角 为 直角 时 , 即 当 (a, B)=0 时 ,我 们 称 向 量 a 和 8B 互相 正 交 , 记 
作 aLp. 

显然 ,只 有 零 向 量 才 和 任何 向 量 正 交 ， 

定义 在 7 维 实 线 性 空间 上 取 定 内 积 (a, 态 ， 则 只 称 为 关 
于 内 积 (% p) 的 Euclid 空间 或 称 为 欧 氏 空间 . 

定义 记名 为 n 维 Euclid 空间 ， 内 积 为 (a,H). 人 中 基 
{41 az anj 称 为 标准 正 交 基 , 如果 

(at 0y) =01, li, IEn, 

即 cas ar 是 7 个 两 两 正 交 的 单位 癌 量 . 

上 面 给 出 标准 正 交 基 的 存在 性 . 

引 理 9.1.2 设 B,…,pr 为 n 维 Euclid 空间 & 中 了 个 两 两 
” 正 交 的 单位 向 量 , 则 它们 线性 无 关 , 所 以 7 三 w. 特别 号 中 #3 个 两 两 
正 交 的 单位 向 量 必 为 标准 正 交 基 . 

证 设 存在 常数 a1/,…',a:， 使 得 > asBy 二 0。 于 是 


了 = 


0=(0, pD=( 忆 wp p,) 


0= cos 


= > as(p,, bi)=0, 3 一 1， PA 
j=1 


se 213. 


这 证 明了 Pi, p:,…, Pp: 线性 无 天 ， 证 完 . 
定理 9.1.1 (Schmidt 正 交 化 ) 设 吕 为 n 维 Euclid 空间 . 
在 ~ 中 任 取 一 组 基 {bi, bp,, "9 br}, 则 存在 实数 bis, 1< In, 
使 得 2 >>0，，Dnn 之 0, 且 
ai 一 DO 
Q2 = b21B11+ b22p.,, 
an 一 DO 十 ba 十 十 Dan 有 
为 ~ 中 的 标准 正 交 基 . 
证 下 面 用 归纳 法 给 出 构造 bj 1T 委 5J 委 ;入 2 的 方 法。 这 个 
方法 称 为 Schmidt 正 交 化 . 
令 8 天 0， 将 它 单 位 化 , 即 取 


0 一 000， 


QW! 


1 
1 
所 以 00, 且 al 为 单位 向量 令 
G,= PB;,+as% = Psd arbipAd, 
使 得 sz | a1, 即 有 
0= (6G,,81) = (Bs, 1) + a21 C01 1) = (bos 1) + qa 


21= — (bP2, %1), 
即 取 
52 一 有 :一 (paD)a = PBs— db (Bp:, Bi) bi 
再 将 6 单位 化 , 即 取 
aa 一 |0:| 02 一 Dai0 十 Das0s 

所 以 bz =16s| -0 且 aas 为 两 两 正 交 的 单位 问 量 . 

由 归纳 法 假设 ,所 以 存在 > 个 两 两 正 交 的 单位 癌 量 

0 一 Di101， 
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2 = bb1 十 D22102， 
r= bb1 + bpBst "+ bp,, 
其 中 0 人 >0, ,5 二 0， 取 
Grri= Prrltarsis Oi 二 Ort 1s ror 
=—frrit Orrinpit + orprA0, 
使 得 (6 47) 二 0, 7 二 1,2,…',7。 即 
0= (07315 89) = (Brrys Oi) Tarr C1, cy) 十 
tarris s(tr, 03) = (Prris i) + Grri, ss 
所 以 取 
Qe+1f = (Brris Gi) J=1,2,°,7 
便 有 QQ; 上 Grr， 1 委 / 和 7。 即 
Grr= brri— (Prris GD Ym (prt or) a 
泪 于 G4,+1 隆 0， 将 它 单位 化 , 即 取 
Qr+1 一 | Or) Or+l 

则 wa:，…a or: 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 , 且 
Cot1= Drrispit br bysr+tibrti 
其 中 brav+lt>0、 由 归纳 法 , 作 了 第 2 步 . 由 引 理 9. 1. 2,， 便 得 到 适 
合 定 理 条 件 的 标准 正 交 基 {a az，…a,}， 证 完 . 

”定理 9.1.2 在 * 维 Euclid 空间 & 中 任 到 ” 个 两 两 正 交 的 单 
位 向 量 aa …,cr 于 是 ><za。、 且 在 只 中 存在 2 一 > 个 向 量 ar， 
ao 使 得 caryoarsb…yan 为 8 的 标准 正 交 基 . 

证 由 第 六 章 可 知 : 在 中 存在 7 一 ?个 向 量 OO 使 
得 aa Br +1,…，B, 为 的 基 ， 对 这 组 基 作 Schmidt 正 交 
兹 , 所 以 得 到 又 的 标准 正 交 基 &,,…, ar ar …y ar。 证 完 . 
最 常用 的 性 质 为 r=1 的 情形 , 即 我 们 有 
定理 9.1.3 在 2 维 Eucid 空 间 & 中 任 取 单位 向 量 g， 则 存 
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在 一 组 标准 正 交 基 %1, as，… xn， 使 得 % 为 指定 的 第 7] 个 基 癌 量 
cj 特别, 单位 向 量 能 成 为 一 组 标准 正 交 基 的 第 一 个 同 量 . 
标准 正 交 基 的 特点 为 : 
定理 9.1.4 设 双 为 关于 内 积 (% 押 的 2 维 BEuclid 空间 ， 
{0 ao ;04} 为 的 标准 正 交 基 ， 记 
二 Sz, B= > ys%s 
f=1 


1=1 


由 有 
(a， b) 一 之 4 


即 在 标准 正 交 基 下 , 内 积 的 方 阵 表示 为 单位 方 阵 , 
证 由 (ai %3) 二 04y9 于 是 


(a, p) -=(5 TiQi, Sy ) 
t=1 j=1 


hn 的 
一 > Xiys (0 C1) 一 SriYs, z 


fg 一 1 1=1 

证 先 . 

定义 % 阶 实 方 阵 0 称 为 实 正 交 方 阵 , 如果 

OO =0'0=71°™, 

即 0'=0-!， 所 有 。 阶 实 正 交 方 阵 构成 的 集合 记 作 O(n,R), 或 
简 记 为 0(n), 称 为 n 阶 实 正 交 群 . 

引 理 9.1.3 1 阶 实 正 交 群 0(n) 有 性 质 

(1) 任 取 01,02E0(n), 则 010,2E0(n)， 

(2) 任 取 OE0(n), 则 07 =0'E0(n)， 

(3) zz 阶 单位 方 阵 TE0(x)， 

(4) 任 取 OE0(n), 则 det0== 土 1. 

证 今 由 O01，0OsE0(n)， 即 有 0101 =01O01=J， 0:0， = 
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020, 二 1. 于 是 : 
(0.0,) (0,0,) =0.,0.0,'0,' =0.0; 一 了 
(O010;)’ (010;) =0:01010;=0;0,=I. 
这 证 衣 了 OO:EO(2)， 再 任 取 OSO(n), 于 是 07! 二 0:， 因 此 只 要 
证 0'EO0(n) 即 可 , 今 0'(0’)'=0'0=J，(0')'0' 二 00' =7， 所 以 
0O’EO0(n)， 因 此 0-'EO0(n)， 由 实 正 交 方 阵 定义 可 知 # 阶 单位 方 
阵 在 O(n) 中 .最 后 ， 由 00' 二 TJ， 双方 取 行 列 式 ， 所 以 有 1= det 
00'=det 0 det 0‘= (det 0)*, 即 有 det0= 土 1. 证 完 . 

定理 9.1.5 设 包 为 4 维 Enclid 空间 ， 内 积 为 (a, h). 任 取 
标准 正 交 基 {a1 2，…, 4s}， 再 在 中 任 取 一 组 基 {B1, Bs,…, Ps}， 
使 得 基 变 换 公 式 为 


| 
Pi= > a0 t=1,2,.",n. 


了 = 


它 对 应 的 韭 腊 实 方 阵 


则 {BB1,…, PBs} 为 标准 正 交 基 当 且 仅 当 4 为 实 正 交 方 阵 ， 所 以 在 
维 Euclid 空间 中 取 定 标准 正 交 基 后 ， 实 下 交 方 阵 和 % 中 标 崔 
正 交 基 间 便 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 关系 . 

证 令 名 中 基 {B1, PBs,…,Bs} 为 标准 正 交 基 , 即 (pb,, Pj) = 
61:71， 7 一 1 2 2. 此 即 


. 考 
64=( Plan Sg) 
EE=1 t=l1 


人 
一 > Janian (Gps 01) 


Ek,t=l 


由 于 已 知 {Q1s "sn) 为 标准 正 交 基 ， 即 有 (Qs 81) = Og, 了 三 人， 
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Zw 所 以 证 明了 {Bi1,…, Bn} 为 标准 正 交 基 当 且 仅 当 


届 
Fanass=64, 1<i,j<n. 


此 即 A'A=71'", 所 以 4 一 一 4， 即 4 为 % 阶 实 正 交 方 阵 . 证 完 ， 
上 面 引进 的 实 正 交 方 阵 还 有 许多 有 用 的 性 质 。， 为 此 ， 我 们 泗 
虐 所 有 nx1 实 和 矩阵 构 成 的 实 线性 空间 V;, 在 了。 中 引进 标准 内 积 


IL4 #1 1 
| : ， : | |= > zy 护 一 六 9， 
‘Yn Yn 和 


显然 它 是 了。 上 的 定 正 对 称 双 线性 函数 , 且 在 了 。 中 有 标准 正 交 基 


1 0 0 
0 1 | 
| : e» 一 | 0 “， e， 一 0 
0 ， | 
0 / 


设 2 为 n 维 Euclid 空 间 , 它 有 标准 正 交 基 {gi, qo,…,a,}、 于 


v1 
人 n 2 
4= 2 wo 一 一 一 > | 。 | 
=1 . 
7 
#1 
- y2 
P= > yy 一 人 | . je 
j=1 。 
Yn 


有 上 且 ?中 内 积 (a, 8) 有 
(&, pb) = rys= (1, y). 
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其 中 (2 为 实 线性 空间 VV, 中 的 标准 内 积 . 自然 9: 一 一 ei,t1==1， 
2， “hh 
定理 9.1.6 阶 实 正 交 方 阵 有 性 质 : 
(1) 0 为 革 阶 实 正 交 方 阵 当 且 仅 当 蕊 的 2 个 行 回 量 为 了 中 
标 维 正 交 基 ; 当 且 仅 当 它 的 ww 个 列 同 量 也 为 V, 中 标准 正 交 基 . 
(2) 任 给 %xm 实 算 阵 O01, 其 中 mn， 设 
0101=7", 
则 存在 n x (x 一 m) 实 矩阵 0;, 使 得 阶 实 方 阵 
CO 一 (Ci 0;) 
为 实 正 交 方 阵 ， 反 之 ，n 阶 实 正 交 方 阵 的 前 mm 列 构 成 的 zxm 实 
矩阵 0, 适合 040, = 7 
特别 ， 任 一 单位 列 向 量 能 成 为 一 个 二 阶 实 正 交 方 阵 的 指定 的 
列 间 量 , 所 以 能 成 为 一 个 奈 阶 实 正 交 方 隆 的 第 一 个 列 向 量 . 
(3) 任 给 mxn 实 阵 矩 01, 其 中 m<n 设 
O10 =7™. 
则 存在 (4 一 m) x m 实 矩阵 0,, 使 得 % 阶 实 方 阵 
(0) 
Ca: 
为 实 正 奖 方 阵 .反之 ,2 阶 实 正 交 方 阵 的 前 和 行 构成 的 名 xz 实 矩 : 
阵 0， 适合 OO 一 六” . 
特别 ， 任 一 单位 行 向 量 能 成 为 一 个 阶 实 正 交 方 阵 的 指定 的 
行 辐 量 , 所 以 能 成 为 一 个 7% 阶 实 正 交 方 阵 的 第 一 个 行 向 量 ， 
证 由 于 0 为 实 正 交 方 阵 当 且 仅 当 O 为 实 正 交 方 阵 ， 所 以 
我 们 只 要 对 列 癌 量 进 行 讨论 即 可 。， 先 证 (1). 今 给 定 # 阶 实 方 阵 
O= (alias…an)， 


其 中 QI ”人 为 n 个 nx1 实 和 矩阵 , 于 是 


° 2I9 > 


oa /QQ 0 QQn 
0'0=| :| (aan) -| : | 
0 ONO ora 凡 

因此 OO=720) 当 日 仅 当 (aay) 三 aa 一 Gy，1 委 ?7 委 7 
这 证 明了 0 为 实 正 交 方 阵 当 且 仅 当 它 的 x 个 列 向 量 为 V, 中 一 组 
标准 正 交 基 , 即 证 明了 (1). 

下 面 证 (2). 今 01 为 zxm 实 和 矩阵， 有 0,O,=1"m， 此 即 0， 
的 m 个 列 向 量 wy aa ;an 为 了 。 中 两 两 正 交 的 单位 向 量 ， 由 定 
理 9.1.2， 在 下, 中 存在 标准 正 交 基 al …awnan ya 于 是 
0O= (alias ananti aa) 一 (OO02) 为 实 正 交 方 阵 ， 反 之 显然 , 这 证 
明了 (2)， 证 完 . 

定理 9.1.7 任 给 % 阶 实 方 阵 4, 则 存在 1% 阶 实 正 交 方 阵 0，， 
0s, 及 nn 阶 上 三 角 方 阵 了 T,,n 阶 下 三 角 方 阵 Ts, 使 得 7 及 Ts 的 对 
角 元 素 都 非 负 , 又 有 

A=O.7,=7,0,. 

当 4 为 4 阶 非 异 实 方 阵 时 , 上 述 分 解 唯一 . 

证 记 n 阶 实 方 阵 4 的 % 个 列 向 量 依 次 为 B,, BP,,…, PB,， 我 
们 用 下 面 办 法 选取 极 大 线性 无 关 部 分 组 : 若 ,=0,…, Pa,-1=0， 
人 和 0， 则 取出 B,,， 车 bp 6: 为,D。 的 线性 
组 合 则 含 去, 若 6。, ,不 是 81,…, Bs 的 线性 组 合 , 则 取出 B。; 。， 
所 以 有 有 ,, 6 。 这 样 依次 作 下 去 ， 便 选 出 了 极 大 线性 无 关 部 
分 组 ?js，… yr*。 在 了 中 补足 za 一 ?个 向 量 Pr+b…y yw 便 得 
到 VV 的 一 组 基 7 1,…, ?yprrb…，y?》n。， 对 这 组 基 作 Schmidt 下 
交 化 ， 便 得 标准 正 交 基 ayaz …*aw 这 时 有 

?一 DG1， 


V2 = bs10%1 + L202, 


Ch 


本 昌国 曙 再 这 


取 


?an 一 0nic1 十 na202 十 十 DonGas 
其 中 机 >0 5 之 0. 
由 于 yb …， ?* 为 向 量 组 6,, ps …，, 的 极 大 线性 无 关 部 分 

组 , 且 选 取 方 法 是 依次 从 Bi,P，,,…, 选取 ， 所 以 

局 =ailai， 

bz: = a2101 -+ G2202, 

Ban=andiT aneGa 十 … 十 Gnnny 
其 中 gl 之 0 po Grn 之 0; 今 


O01,= (alias…an) 


为 实 正 交 方 阵 ,而 
G11 Ga .Oni 
Gn 
4= (Bi6pp)= (uuseeao 有 | ”上 op 


Unn 
其 中 了 为 上 三 角 方 阵 , 对 角 元 素 非 负 ， 这 证 明了 4= OP 
对 ?# 阶 实 方 阵 4 用 上 面 性 质 , 便 证 明了 4=T,0,, 其 中 0: 为 
n 阶 实 正 交 方 阵 , 7, 为 下 三 角 方 阵 , 且 对 角 元 素 非 负 . 

”最 后 证 唯一 性 ， 设 4 为 4 阶 非 异 方 隆 ， 且 有 分 解 4=0,7. 
于 是 detT, 关 0, 即 T, 的 对 角 元 素 都 是 正 数 ， 设 4=0,T,=0s7，， 
其 中 O01 及 0; 为 阶 实 正 交 方 阵 ,7T, 及 Ts 为 4 阶 上 三 角 方 阵 , 对 
角 元素 都 大 于 零 ， 于 是 7T3! 和 ZT.73! 也 是 上 三 角 方 隆 ， 且 对 角 元 
索 大 于 零 。 但 是 TIT5!1=O010s 是 实 正 交 方 降 , 所 以 证 明了 T7351 = 
7, 即 T=T,, 因 此 0s=01. 这 证 明了 分 解 唯一 性 ， 由 4'=OIT; 的 
分 解 唯一 性 , 便 证 明 了 4 二 7。0; 的 分 解 唯一 性 ， 定 理 证 完 . 

例 设 六 为 实 正 交 方 阵 O 的 一 个 7 阶 子 式 ，M 用 为 N 的 代数 余 
于 起， 试 证 : 
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N= MdetO, 
证 ”无妨 设 入 为 % 阶 实 正 交 方 阵 0 的 前 7? 行 ， 前 "7 列 决定 的 
子 人 矩阵 的 行列 式 , 即 记 
(0 » 
0= > 
O21 O22 


% 


其 中 detOi = 入. 于 是 detO2= 凡 .所 以 要 证 
det CO 一 det Oo det O., 
今 00 = 了 即 
O11011 +O012012=I1, O02 + O12032=0, O23021+ O22022=1 


因此 
OO \/T Os OQ, 0 
le (2 儿 0 )-(0 1) 
双方 取 行 列 式 , 便 证 明了 
detO det0,,= detO,. 
证 完 . 
定义 在 ?2 维 Euclid 空间 & 上 保持 向 量 长 度 不 变 的 线性 变 
换 称 为 正 交 变 换 ， 
定理 9.1.8 Euclid 空间 > 上 线性 变换 .x 为 正 交 变换 当 且 
仅 当 它 保持 内 积 不 变 . 
证 设 池 为 正 交 变换 ， 即 有 | 以 (@)|=|a|，VYaE%， 于 是 
| (a+p)|=1at+pBi, 所 以 
(flatpB), (at+pB))=(a+pB,atp), 
即 有 | 
(f(a), A (0)) + 2 0), A (PB)) + LB), A (p)) 
= (a,%) 2(a, B) + (Bp, pb) 
由 | 以 (@)1=|al, | .YL(B)|=|B1, 即 有 
(A (a), .A (PB))= (a,B), Va, PESY. 
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这 证 明了 .sd 保持 内 积 不 变 ， 反 之 ,车 .of 保持 内 积 不 变 , 当然 它 保 
持 长 度 不 变 ， 证 完 . 

定理 9.1.9 n 维 Euclid 空间 史上 线性 变换 .x 为 正 交 变换 
当 且 仅 当 在 标准 正 交 基 {B1, Bs,…，Bs} 下 的 方 阵 表示 为 4 阶 实 正 
交 方 阵 ， 所 以 在 Euclid 空间 中 取 定 标准 正 交 基 后 ， 则 上 正 
交 变换 和 1 阶 实 正 交 方 阵 间 有 一 个 自然 的 一 一 对 应 ， 

证 记 


of 人 pi) 一 > oj i=1,2,.,n 
f=1 


它 对 应 方 阵 


由 定理 9. 1. 8, .of 为 正 交 变换 当 且 仅 当 .wd 保持 内 积 不 变 , 即 有 
(wf (Bi), A (Bi))=(Pi, Bi)=61, 1<i, jn. 


此 即 
54= (A(B), (BD)) =( Daups 5108, ) 
之 ， agpidi (Ps, Pi) = > ariags. 
,1=1 1 
配 成 矩阵 关系 , 即 为 


AA=1. 
所 以 4'=A4"" 即 44=I， 这 证 明了 sg 为 正 交 变换 当 目 仅 当 在 标 
浴 正 奖 基 下 的 方 阵 表示 为 4 阶 实 正 交 方 阵 ， 证 完 . 
n 维 Euclid 空间 & 中 任 取 子 集合 B1, 儿 ;, 则 (1,B，) =0 表示 
(a, p)=0, YaEE', BEEGS,. 
定义 ” 设 G6 为 % 维 Euclid 空间 内 中 子 集 ， 记 
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E+:= {aER| (a,G) 一 0}。 
则 名 ~- 称 为 名 的 正 交 补 ， 

定理 9.1.10 ?4 维 Euclid 空间 中 子 集 名 的 正 交 补 包 + 为 9 
的 子 空间 , 且 : 

z SC(S+)+. 

义 
中 = 全 上 @ 作 (人 9) 
为 空间 直接 和 特别 , 当 名 本 身 为 子 空间 时 , 则 有 
(St+)+=S. 
所 以 & 有 空间 直接 和 分 解 
R=SODe.. 

证 显然 :+ 为 子 空间 ， 由 (G+)+ 之 定义 可 知 EC(S+)+. 下 
面 证 X=S7D(S ) -为 空间 直接 和 . 任 取 ocGE-n(E-) ， 则 
aES™ aE(G') ,T(E+)=0, 所 以 (ga,%) =0、 由 于 内 积 为 定 
正 对 称 双 线性 函数 ,所 以 «=0. 这 证 明了 + 站 (@+)+=0。 所 以 问 
题 化 为 证 人 十 (G7)+=%, 即 证 dimG+ 十 dim (6+)+=n. 

在 全 -中 取 标 准 正 交 基 %1,…,%r， 于 是 在 % 中 存在 标准 正 交 
基 G1 ,Gp Qr+1 On 由 于 (ac.:y az) 一 0，J) 一 1，2，…， 和 一 7， 
8 一 1,2…7， 这 证 明了 ayE(G-)L 一 1 一?。 所 以 人 十 
(GE+)+ 一 8， 由 GLmn (GD)L=0 便 证 明了 &= 人 EL 十 (GEL+)+L 为 空间 
直接 和 .特别 , 当 GE 本 身 为 子 空 间 时 ,在 人 中 取 定 标准 正 交 基 A， 
… py, 由 定理 9. 1.2, 在 中 中 存在 标准 正 交 基 Pi,…, pb., B11,…， 
PB,。， 由 正 交 补 之 定义 可 知 PP 在 人 中 ,所 以 人 ++:=%， 
再 人 NS+C(GE+)+NG+ 一 0, 这 证 明了 = 儿 十 St! 为 空间 直接 和 
定理 证 完 . 

定义 对 n 维 Euclid 空间 & 中 子 空间 名 , 任 取 ce&， 则 唯一 
存在 hE 全 ,rEES1, 使 得 x 二 BB 十 vy， 于 是 到 马上 的 对 应 > 为 
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久 上 线性 变换 , 称 为 > 到 名 上 的 正 交 投 影 . 

定理 9.1.11 设 . 以 为 n 维 Euclid 空间 ”上 线性 变换 . 记 . 
的 象 空 间 以 (8) =S。 则 sg 为 足 到 人 台 上 的 正 交 投影 当 且 仅 当 

(A (RR), (id— ff) 8) 7) 三 0. 

这 时 有 一 

证 今 凡 =E 弗 信任 取 ws 记 Be,yEGS!, 使 得 a 二 6 十 
?》， 由 定义 好 为 & 到 所 上 的 正 交 投影 当 且 仅 当 以 (@)= 二 pb。 显然 
(0) 二 BP 当 且 仅 当 (id 一 以 ) (@)=a 一 B==y, 此 即 

(id— A) (2)=St. 

由 .ef (8) 三 人 ,所 以 sd 为 正 交 投影 当 且 仅 当 ( 妈 (Q), (id 一 . 愉 ) (%)) 
=0. 

议 以 为 中 到 马上 的 正 交 投影 。 于 是 (4) = (bo 一 = 
(Bp)=B= 以 (0), YaER, 此 即 := 二， 证 完 . 


习题 9.1 

1， 设 必 为 % 维 Euclid 空间 上 保持 内 积 不 变 的 变换 ， 试 证 ; .x 为 正 交 
变换 . : 

2， 试 给 出 一 例 说 明 存 在 实 方 阵 , 它 的 列 向 量 两 两 正 交 ,但 是 它 的 行 向 量 
不 两 两 正 交 . 

3 实 正 交 方 阵 4 奉 为 准 上 (下 ) 三 角 方 阵 , 则 对 角 块 都 是 实 正 交 方 阵 , 县 
.4 为 准 对 角 方 阵 . 

4. 设 4 和 8B 为 实 正 交 方 阵 , 且 det4 十 detB=0， 试 证 ，A 十 B 为 % 阶 奇 
寞 方 阵 , : 
5， 设 0 为 % 阶 实 正 交 方 阵 , 4 二 djag (a,,…,a,)， 试 证 ; 实 方 阵 04 的 
畦 征 根 4 适合 

minial<! Smaxial, 
6。 试 证 : 实 正 交 方 阵 的 任 一 子 方 阵 的 特征 根 之 模 小 于 或 等于 1. 
7， 试 证 ; % 阶 实 正 交 方 阵 必 为 一 些 如 下 形状 的 ww 阶 实 正 交 方 阵 的 乘积 
,2235 。 


1 0 0 0 0 
: 0 cos0 0 sing 0 
Tn-1) 0 
( 0 _1) 0 0 Tt 0 0 s 
0 —sinbt 0 e089 0 
0 0 0 0 Ln») 


其 中 0 委 上 <2r,1 扫 J 一 4 和 nm， 
8， 试 证 : 行列 式 等 于 ]L 的 三 阶 实 正 区 方 阵 4 必 有 


cosyd sing ON\/1 0 0 
A=| 一 sin cosd 0 10 cosp sling 
0 0 1/\0 一 Siny cosp 


Cosé Sne 0 
“| —siné cosé 0 
0 0) 1 


其 中 0,g, 5 称 为 Euler 角 . z 
9， 在 4 维 Euclid 空间 护 中 任 取 7 个 向 量 6.,6,,…,6.， 记 
(6461) ~ (016,) ~ 
G (01,02,*", 0,) = : : 
(5 (0, 6;) ) 
称 为 Gram 和 矩 隆 ， 试 证 ;61,6;,…,6, 线性 无 关 当 且 仅 当 detG (6,,6,,…,6.} 
关 0。 又 任 取 & 中 两 组 基 {ci cx， …， Cnt 及 4B1, pi,…, Pn}, 划 
GCC Cr) 一 GO “Pr) 
当 且 仅 当 存在 正 交 变换 .ws， 使 得 .x (a1) =p,, =1,2,.",7. 
10、 设 n 阶 实 方 阵 4 的 秩 为 "， 试 证 : 存在 实 正 交 方 阵 O 及 置换 方 阵 P， 


人 (ry) 0 
P40=( : ) 
T, 0 


其 中 了 为 7 阶 下 三 角 方 阵 , 对 角 元 素 都 大 于 零 . 
11。 设 为 nn 阶 实 正 交 方 阵 0 的 特征 根 , a 为 属于 特征 根 4, 的 特征 何 
量 ， 试 证 : |4|==1， 设 1, 为 复数 时 , a 一 6 十 MV 一 ly 为 复 向 量 , 其 中 8 和 了 
为 实 向 量 ， 试 证 : 8 和 ?长 度 相 等 旦 互相 正 交 ， 
12， 设 0 为 三 阶 实 正 交 方 阵 , 有 detO 王 1。 斌 证: 在 区 闻 [ 一 1,3] 中 存在 . 
实数 4。 使 得 


使 得 


O03— 0 二 4.0 一 I=0, 
se。 226。 
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13， 设 下 为 ma 阶 实 斜 对 称 方 阵 , 4o 为 玉 的 非 零 特 征 根 ， 试 证 : 4 为 纯 虚 
数 , 记 属 于 4。 的 特征 向 量 a= 二 hf 十 MV 一 1y, 共 中 有 和 为 实 向 量 ， 试 证 :A 和 
? 长 度 相 等 且 互 相 正 交 . 

14， 试 求 最 大 个 数 7, 使 得 % 维 Euclid 空 间 8 中 有 Yr 个 向 量 B,, 6B,,…， 
B,, 使 得 (Bi, By) <0,1<i<j<r, 

lj5。 设 人 为 n 维 Euclid 空间 ， 斌 证， 

(i) 在 8 中 给 定 非 零 向 量 w, 则 & 上 国 数 f(6) = (c， 有 连续 ， 即 任 取 
e 二 0, 则 存在 7 二 0, 使 得 当 ok8,1o 一 B1 二 7 时 有 |f (0) 一 (8)1<e. 

(ii) 对 兄 中 有 限 个 向 量 6 …, 8,， 则 存在 向 量 B。， 使 得 (po, Py) 去 0， 
7 一 0，1， 8 

(ii 设 .weiy sy…y ws 为 8 上 有 限 多 个 两 两 不 同 的 线性 变换 ， 则 存在 
问 量 to, 使 得 .wp ,YL (Bo)，,…, 4 (po) 也 两 天 不 铬 . 

16， 在 % 维 Euclid 空间 中 取 定 有 限 多 个 真子 空间 多, 8,,…, 史 ,, 试 证 : 
存在 一 组 标准 正 交 基 {cu aa … cj}， 使 得 每 个 ai 都 不 在 | 」8&, 中 . 

1=1 

17， 设 .为 a 阶 实 方 阵 , 旦 4 的 特征 和 根 不 等 于 0, 一 1， 试 证 ; 4 及 4 十 

都 非 异 , 且 4 实 正 交 当 和 且 仅 当 
(4+D) 1+ (4'+7) -1!=1. 


$ 9. 2 ” 实 方 阵 在 实 正 交 相 似 下 的 标准 形 


定义 # 阶 实 方 阵 4 和 五 称 为 实 正 交 相似 的 ， 如 果 存 在 % 阶 
实 正 交 方 阵 0 ,使 得 
B=040-'=0A0.. 


显然 实 正 交 相 似 为 等 价 关 系 . 
定理 9.2.1 44 阶 实 方 阵 4 实 正 交 相似 于 准 下 (上 ) 三 角 方 阵 
[A 
4 多 ” . 4 
2 “0? 4 pp 
A “ee A Ans2s+! “" 4 


* 227 * 


i - 


其 中 4 3944 为 二 阶 实 方 阵 , 特征 根 不 是 实数 ， 又 4 …， 4 
为 4 的 所 有 实 特征 根 ， 特别 , 当 4 的 特征 根 都 是 实数 时 , 4 实 正 交 
相似 于 下 (上 ) 三 角 方 阵 . 

证 ” 寿 证 明了 % 阶 实 方 阵 4 实 正 交 相似 于 准 下 三 角 方 阵 ， 则 
对 4 用 此 结果 , 便 证 明了 4 实 正 交 相 似 于 准 上 三 角 方 阵 . 

为 了 证 明定 理 ， 对 阶 数 # 作 归纳 法 ， 当 n= 二 1 时 不 用 再 证 了 . 
设 对 阶 数 委 2 一 工 的 实 方 阵 ， 定 理 成 立 ， 现 在 考虑 4 阶 实 方 阵 4. 
设 4 有 实 特征 根 4,, 则 属于 特征 根 4 的 特征 向 量 8, 仍 为 实 向 最 . 
显然 ,无 妨 设 Bb, 为 单位 问 量 , 所 以 有 

Babr=1, Ab,=ABr. 
由 定理 9. 1. 3, 存 在 % 阶 实 正 交 方 阵 
Ci 一 (p182:…b,). 


pi 
O0140 = jp 
bn! 
I 机 | 
bnAB! *… BnAbs 
由 Bb'1AP,= 14.68. 及 ,一 0i4 所 以 
0140 (人 ?) 
1AU 1i 一 4， 4 。 


由 归纳 法 假设 , 存在 nx 一 1 阶 实 正 交 方 阵 0:， 使 得 05410, 为 准 下 
三 角 方 阵 , 形 如 定理 所 给 .而 


0 OV 0, 0 O04.0; 0 
0 1 0 1 A.0。 4, 


这 证 明了 定理 . 设 % 阶 实 正 交 方 阵 4 没有 实 特征 根 、 任 取 一 个 非 
实 特 征 根 如 十 vv 一 14o, 其 中 ,16 都 是 实数 ， 自然, Lo 隆 0。 记 相 
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应 的 特征 向 量 为 o 十 Vv 一 17r, 其 中 o 和 7 都 是 实 向 量 .， 则 由 
A(o + —1r)=(h +vV—1ln) (oo tv —1r), 
所 以 有 
4o = 一 Hor， AT= 00 十 4or， 


我 们 有 c,r 线性 无 关 ， 用 反 证 法 ， 设 做 线性 相关 ， 则 存在 非 零 实 
向 量 pb, 使 得 oc 十 MV 一 lr 二 aBp， 其 中 a 为 非 零 复 常 数 ， 由 4(c 十 
MVM—1r)=a4pB, (Wt —1ln (ot lr) =a(h +M—1n0)p, 
所 以 有 4B 二 (十 MV 一 140)B, 但 是 4 实 ,B 关 0， 故 有 ko=0. 这 
和 条 件 Ko 关 0 刻 盾 . 今 or 线性 无 关 , 所 以 在 了 中 可 取 基 ay，r， 
73 ,Pn 对 它 作 Schmidt 正 交 化 ， 便 得 标准 正 交 基 Po Ps，…、 
Bs. 使 得 
0 一 Do， 
pn=co +dar, 
其 中 5>>0,4>>0. 因此 Bio=PBir=0,j7=1,2,…,7 一 2. 而 


A(H,-1bn) =A(o 2( | 

40 LoVD ce 
0 0 2 
四 be\'/ 4 uo\/b ce 
Me pu 人 ) 的 由 ,) 

叉 当 了 7 三 1 2， ,NO—2, 则 有 

bjyAbn-1=0p’;Ao=06B’; (ho— kor)=0, 
ByABn=chsyAo +adaBsyArt=adp’y (Koo0 +hor) =0. 
O,= (BBs:B), 
虽 有 


ecZ9 。 


P14P, “PiAP, 
D,40, = 交 


p 人 -pn 人 


他 pn- Ag. i pan- 4A 
( 40 1 pnABn 


A™- 2) , 0 


(人 | 40 HoVD 站 

(pr- l po 】 (2 2 人 a 
A - 2) ， 
一 pb C 1 no ko bce\l. 
{ : ) Wh) 


由 于 4 的 特征 根 仍 为 4 的 特征 根 ， 所 以 41 仍 没有 实 特征 根 . 今 
D ce A 4 uo 40 An 
(。 1 (_ 2 ‘oo 特征 根 为 ( 各 的 特征 根 即 为 
加 十 V 二 Tu 和 一 VM 二 luo. 对 hi 用 归纳 法 假设 , 便 证 明了 定理 成 
立 ， 证 完 
下 面 进一步 考虑 一 些 特殊 的 方 阵 在 实 正 交 相 似 下 的 标准 形 . 
定理 9.2.2 (Schur 不 等 式 ) 记 4 4 hi 为 nn 阶 实 方 
阵 4 的 % 个 特征 根 , 则 有 不 等 式 


Dj 1 2<tr44 7 
了 = 1 


且 等 号 成 评 当 且 仅 当 实 方 阵 4 适合 条 件 
44 一 4 4. 
这 类 方 阵 称 为 实 规范 方 阵 . 
证 用 定理 9.2.1. 所 以 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 0， 谢 得 0 A0= 
8B. 因此 z 
trAA'=tr(0BO') (0B'O') ={t10BB'O-!=1trBB". 
es 230。 


由 8B 为 准 下 三 角 方 阵 , 所 [J 


trBB'= >1 trdiAi; + 2) Dtrdsrd’s 


Is jbc! 2=2i1+1 k=1 
入 
> 2 3 2 
十 /xj -上 /4 
2 和 j=21+1 


i 六 
> trAjAis 十 之， 入. 
14=] 


了 二 由 


a; 0 
今 Ays 的 特征 根 为 hs, NA+1= hy. 记 =( ) 则 
了 7 


trAsA’;=a?+b}+e? ta >2(ad;— bcs) =2 detAyy. 
所 以 
trAsdAis 宇 1A) tidil , j=1,2,.…,t. 
总 之 ,证 明了 


Li 


tr44A'>> > ,| | 


j=1 
即 Schur 不 等 式 成 立 . 
今 等 号 成 立 当 县 仅 当 
> trAisA4js 十 人 >， >, tr4dyxs4iz 十 他， 和 
loickct i=2¢t+1 k=1! t+ 1 


十 >3 (trAydys—1N|  — 14 1") =0. 
1=1 


此 即 4 二 0, 1 才 ?< 之 ht, A =0,1<F<t,2t+1<) <n, doy = 0, 
2 十 1 和 7<8< 委 7， tr4y74yy 一 2det4)y， 1 7)t. 此 即 
0'AO0 = diag(A 名 ， ”多 4 Nss+ 19"""y 4). 


a b; 


ey -( } trdjj41 = 二 2det4y; 当 且 仅 当 


Cs di 
(2 一 CD) 十 (0 十 cj 六 一 0， 
* 23 了 。 


此 即 dj= 1, Cy 一 一 0y， 7 一 1， 2， “1 所 以 证 明 了 
b b 
\— 0 Ul 一 DC 


44 =Odiag(a?+b?, q+ bi,.…, a?+ 0b?,a? 
十 Bs， 4 hs)O . 
再 计算 4 4, 便 证 明了 44'= 4'4. 
反之 , 若 44'=4'4, 于 是 BB'=B'B, 即 有 
A 


因此 


A 4,, 由 起 A,, 


Asr+1,1 A,i+ 1,2 "™? A 1,1 Mi+1 


UL， 4 机 Ant /ai+ 1 机 4 
Ail A 机 4 A2441,1 “" nl 
42? 机 A,, Ass+1,2 机 n2 
4,, A24+1,4 机 4 

423+1 Mn,24+1 
l : 
hn 

All A21 " 4 A21+1,1 “4 


| 


jf of f 天 
A;, 机 A,s A2 ,+1,2 本 A 


一 A,, A2 ,+1,4 机 A 
Mos Nn,2s+1 

/ 4 
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” A,l A,2 机 4,， 


di LA+12 四 和 | dr Ny 


4 4 4 Ms 4 
于 是 有 AnAi=Airt :Ad AzriiAzsr1 t+. 二 AN1Any 
双方 取 迹 , 便 证 明了 421 一 04 一 0 4 一 0 4 一 0， 同 
理 依 次 过 论 下 去 , 便 证 明了 
O0'A0= B= diag(Ai1,**, 4 
as 6b; 


7) 于 是 有 


03 十 到 一 02-c3， Gascs ++ bdj;=aydbjs+toesdy, cf 十 0 一 0 十 0 
于 是 


其 中 4y;4yj= 435;4ys. 记 4yy -( 


bj=cj, (@y—dy) (cs—by)=0. 
但 古 4jj; 的 特征 根 是 非 实 的 ， 所 以 (qj 一 刀 )? 十 40;ycy 二 0， 因 此 
bics 过 0, Dy Cs 二 —b;A0, Qs;= ay, 这 证 明了 


4 “; 7 一 1 2 
一 0 4a/’ 


tr44'=22 (a to) + > 条 = 之 1 


1=1 j=248 +1 f=1 
苑 Schur 不 等 式 变 为 等 式 ， 证 完 . 
上 面 定理 的 证 明 , 实际 上 也 给 出 了 
定理 9.2.3 zn 阶 实 规范 方 阵 4 实 正 交 相似 于 准 对 角形 


aing(( a bb }y( a, 5b, je ) 
—b) a ) 一 D， a 


2Z33 ee 


其 中 1>>0,…，b 二 0， 且 4 的 特征 根 为 @ 十 二 1， a1 一 
MM 一 1b. 二 MM 一 10,, a 一 M 一 104 hast1，…， hn， 所 以 实 
规范 方 阵 4 在 实 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 为 4 的 所 有 转 征 根 . 

定理 9.2.4 %% 阶 实 正 交 方 阵 0 实 正 交 相似 于 准 对 角形 

B=diagl 人 cos0! sin0i | cos0， sin0， ) 

一 sinl0i cos0i —sing, cos0， 
7 一 7 )， 

其 中 24 十 4 十 2 三 20<0 委 … 委 0 <r， 所 以 实 正 交 方 阵 的 特征 根 : 
的 模 为 1 ， 且 实 正 交 方 阵 0 在 实 正 交 相似 下 的 爹 系 不 变量 为 0 的 : 
所 有 特征 根 . 

证 由 0 实 正 交 , 即 有 00 ==00= 了 ,所 以 它 是 实 规范 方 阵 、 
由 定理 9. 2. 3, 它 相似 于 准 对 角形 


1 a b,. a, bb, 
( | | | } hess). 
一 总 a | —b, 0 


由 243=1, 所 以 罗 = 士 I。 无 妨 取 hwii 二 == 和 www=1， wrwr! 二 


hl x( a “Xe 2 ”)。 此 即 
—b; 6 /\o; Cj / 0 1 

;十 二 1, 因 此 可 取 oj= os 0 一 sin0， 0 委 0<r， 证 完 . 

定理 9.2.5 2% 阶 实 对 称 方 阵 8 实 正 交 相似 于 对 角形 

diag(4i 42,***, An), 

其 中 久之 4 之 … 之 A， 且 凡 ,4,…, hn 为 态 的 特征 根 ， 所 以 实 对 
称 方 阵 的 特征 根 必 为 实数 ， 且 实 对 称 方 阵 在 实 正 交 相似 下 的 全 系 
不 变量 为 它 的 所 有 特征 根 . 

证 由 定理 9.2. 3, 今 存在 实 正 交 方 了 省 0 ,使 得 


o's0=dine(( a 0， | 4 bs jos 
一 0 dai 一 D， a, 


由 妨 对 称 可 知 0180 也 对 称 ,所 以 =…=5,=0， 这 和 假设 :> 
» 234。 


B= diag( 


DiD>0 不 盾 ， 所 以 证 明了 
设 O SO diag(h, dss, Mn). 


定理 9.2.6 27 阶 实 斜 对 称 方 阵 五 实 正 交 相似 于 准 对 角形 


ee 
一 0 0 —b, 0 
其 中 bl 庆 bs 守 … 宕 5, 守 0, 有 NVA 一 1 Db; 一 MVM 一 1 和 oo M—1b,， 
一 MVM 一 18,,0,，…, 0 为 下 的 特征 根 ， 所 以 实 斜 对 称 方 阵 的 非 零 特 
征 根 必 为 纯 大 数 ， 因 此 实 斜 对 称 方 阵 的 秩 必 为 偶数 ， 又 实 斜 对 称 
方 阵 在 实 正 交 相 似 下 的 全 系 不 变量 为 它 的 所 有 桂 征 根 . 

证 ”由 定理 9. 2. 3, 所 以 存在 实 正 交 方 阵 0, 使 得 


O KEO=- diag ob ) 攻 ) em) 
一 0 dqai, 一 0， as 


外 玉 斜 对 称 , 所 以 0'KO 也 是 斜 对 称 的 ， 这 证 明了 


0 二 一 0 二 如 0， 


| | 下 站 0， "ys 路 
—b, 0 —b, 0 ; 
证 完 


5| 理 9.2.1 设 % 为 % 维 Euclid 空 间 , .为 和 上 线性 变换 , 则 
它 在 的 不 同 标准 正 交 基 下 对 应 的 方 阵 表 示 互 相 实 正 交 相 似 . 

证 由 于 标准 正 交 基 疗 的 基 变 换 对 应 于 实 正 交 方 阵 ， 而 & 上 
线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 表示 在 基 变 换 对 应 的 方 阵 下 相似 ， 这 
证 明了 51 理 . 证 完 . 

下 面 定义 共 辊 变换 ， 为 此 ， 人 先 给 出 下 面 重要 定理 . 

定理 9.2.7 记 (g,B) 为 n 维 Euclid 空间 & 上 内 积 ， 任 取 线 
及 函数 访 则 在 & 中 唯一 存在 向 量 oy, 使 得 


-由 有 
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1(p)= (as,p), YAOSA. 
且 对 应 f=>as 给 出 了 对 偶 空间 2* 到 % 上 的 线性 同 构 . 
证 在 名 中 取 征 标准 正 交 基 {aiaz， Cn， 9 任 取 fer”™, 作 : 


ay 一 > fa). 


j=1 


则 对 任意 f= Dj yarER, 有 
b=1 


(ap B) = >, f (@1) Y= ©3 Y sos )=18). 
#41 j= 1 


这 证 明了 ar 的 存在 性 ， 再 证 上 唯一 性 , 今 知 
f(B)= (as, B)= (Bs, bP), VpES. 
于 是 (ay 一 py, BB) 二 0, YPE2%, 此 即 , ay 一 ByEX+=0, 即 By 二 Qjy, 这 : 
证 明了 唯一 性 .因此 对 应 六 > 为 & 到 只 内 的 一 一 上 映射， 下 
面 证 到 上 . 今 任 取 a€2, 则 显然 (gg, BB), YBER 为 上 线性 函数 , 记 . 
作 f, 即 有 
f(B)=(a,pB) VBES. 
下 面 证 oy 一 a， 事实 上 , 已 知 存在 ayER， 使 得 (86)= (ays, B)， 
Yhe%， 由 队 一 性 可 知 4y=a， 这 证 明了 对 应 f->my 为 &* 到 上 
的 一 一 对 应 . 
最 后 还”f->as 为 线性 同 构 ， 事实 上 , 任 取 f, 9ER*, 4, 4 为 
数 , 则 
(aay+ng， PB)= (Af+19)(B)=Af(B) +u9(B)= 14s, BB) 
+A(aoy PB)= (jar 十 par B), VBER. 
这 证 明了 0x4w 王 Aas 十 Lag， 即 f->ai 为 & 到 只 上 的 线性 局 : 
构 ， 证 完 . 
记 (g, B) 为 n 维 Euclid 空间 上 的 内 积 . 设 以 为 上 线性 . 
变换 .， 任 给 PE、, 易 知 fa) 二 (AL(@),B), YaER 为 线性 函数 ， 由 : 


2236。 


上 面 定理 可 知 f(%) 叭 一 决定 了 中 同 量 By, 使 得 
(.¥ (8), PB)= (4, Bb). 
定理 9.2.8 符号 同上 |， 则 P->Ap 为 X 上 线性 变换 , 记 作 
以 *， 有 抒 有 
(sb (oO 三 (ay A (p)). 
ef* 称 为 of 的 共 诺 变换 ， 在 中 取 定 标准 正 交 基 {%1，8%2,……, 0n}， 
记 线 性 变换 xy 对 应 的 方 阵 表示 为 4 则 共 析 变换 .x* 对 应 的 方 阵 
表示 为 4. 
证 鞠 证 -wb* 为 线性 变换 ， 任 取 86, >E&, op 为 纯 量 ， 于 是 
(A (@), a +by)=a(d (0), B) 十 (ol(a) y) 
=a(g, A* (BB) 十 Da A * (Pp)) 
一 (Gy ad*(pP) +obA* (YY)). 
(wf (0),aB+by) = (a, .A (a + by)). 
因此 有 
(a, A* (aB i by)) = (8, ad*(B) 二 Dodr(?))， VaER. 
这 证 明了 唆 *(aB 二 by) 二 ad*(B) 二 bl*(y)， 即 以” 为 线性 


令 (i) = 六 00711071 1 ?< 而 of 在 基 {aiy co nj} 下风 
1=1 


方 阵 表示 为 


于 是 记 br*(ai) = > bj,1 志 in, 由 
1=1 


(ud (ah ,1) = (i, dg” (0)), i, j= 二 1, 2, *** 
出 有 
ee 237.e 


及 Ei 
C3 CCQ59 “=e Dom) 
k=1 1 =1 


这 证 明了 fi 一 bi， 1 魏 和 7 委 4。 所 以 LL* 的 方 阵 表示 为 B= 4. 
证 完 . 
定义 记 (a, pf) 为 n 维 Euclid 空间 中 的 内 积 . & 上 线性 变换 
ed 称 为 规范 的 ( 正 交 的 .对 称 的 . 斜 对 称 的 ) ,如 果 有 好 sb = 过 
(A A = dA =id A ,由 有 (A 0), (BP)) = 
(A (8), A* (BY) (CAG), LP)) =(a, B), (A (40), pb)= 
(&, .A (PB)) Cd BIT LB))S0) Ya BEL. 
所 以 定理 9. 2. 3 到 定理 9. 2. 6 可 改写 为 
定理 9.2.9 记 (a， 有 为 nn 维 Euclid 空间 六 的 内 积 ， 邮 为 他 
上 线性 变换 ， 则 有 
(1) ”为 规范 变换 当 且 仅 当 在 % 中 存在 标准 正 交 基 {taub cz， 
…， nj ,使 得 
uf (KR1) = G0 -— 010,, A (R21) = 902,-1— br, 
oe) oe ae CY oa, sao 
A (R211) = MgrriG2rte "ss A (Kn) = hdn, 
其 中 51 之 … 之 6b, 记 0. 
(2) .x 为 实 正 交 变换 当日 仅 当 在 中 存在 标准 正 交 基 {&1， 
Wo，，…', Gn} 使 得 
{A(R1) = cos0) 0 (sing,)%,, 
of (8) = (sinO)at (cos0, )a,; 
A (R21-1) = (co0s0,) -1 — (sin 0b,)wa. 
和 
A (at 一 0 A (Cg iw) ~ Ryervws 
TT A 
其 中 0<0 0 <. 
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(3) 为 实 对 称 变换 当 且 仅 当 在 听 中 存在 标 维 正 交 基 {ai， 
as a} 使 得 
eg (01) = hs A (Wn) 一 Go， 
(4) ”以为 实 斜 对 称 变 换 当 且 仅 当 在 8 中 存在 标准 正 交 基 
{@1; az an ,使 得 
of (ai) 一 一 Dic2>， of (02 1 一 一 Dia2y 
a) ba ’ (pa 
A (G21+1) =0, °°, of (Qn ) =0, 
其 中 bl 之 … 之 0 二 0. 


习题 9.2 


1. 给 定 一 组 两 两 可 交换 的 % 阶 实 规范 方 阵 (不 一 定 有 限 个 )， 试 证 ; 存 
在 一 个 公共 的 实 正 交 方 阵 , 将 它们 同时 化 为 标准 形 . 
2。 设 5,， “On 为 m 个 % 阶 实 对 称 方 阵 , 且 


S183 =~0. 
1=1 


试 证 :4, 一 0 一 … 一 人 一 0， 
3， 试 证 ， 实 对 称 方 阵 的 对 应 不 同 特 征 根 的 特征 向 最 互相 正 交 ， 因 此 存 
在 一 组 标准 正 交 基 ,全 由 特征 向 量 构 成 . 
4， 试 证 : 任 给 % 阶 实 对 称 方 阵 S， 则 存在 实 对 称 方 阵 8,， 使 得 8; 一 8. 
它 唯 一 吗 ? 
5. 设 4 为 秩 等 于 y 的 实 对 称 ( 实 侨 对 称 ) 方 阵 ， 则 存在 阶 主子 式 不 等 
于 零 . 
6. 设 4 和 3 为 % 阶 实 规范 方 阵 ， 试 证 : 4B 为 实 规 范 方 阵 当 且 仅 当 B4 
为 实 规范 方 阵 . 
7. 设 0 为 n 阶 实 正 交 方 阵 , 转 征 根 不 圣 于 一 1， 试 证 ， 1 十 0 非 异 ,和 
K=(1—0)(T+0) i! 
为 实 斜 对 称 方 阵 , 且 
O= ([—K)(I+K) 1 
反之 , 任 给 实 斜 对 称 方 阵 全。 则 [十 K 非 异 ， 且 0O= {1 一 衣 ) (1 十 KK) -1 实 正 
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交 , 且 OO 的 畦 征 根 不 等 于 一 1， 因 此 上 和 面 的 关系 给 出 了 特征 根 不 等 于 一 1 的 实 
正 交 方 阵 和 侨 余 对称 方 阵风 的 一 一 对 应 , 称 为 Cayley 变换 . 
8， 设 4 为 实 夭 党 方 阵 ， 即 生 王 4。 试 证 : 4 只 有 特征 根 0,1, 且 4 实 正 


交 相 似 于 
Tr) 0 
(, 0 ) 


由 此 证 明 ; 存在 非 异 方 阵 P, 使 得 


了 (7) 0 
pap-(" ©) 
0 0 


9， 实 对 称 方 阵 人 为 夭 等 的 当 且 仅 当 它 只 有 特征 根 0,1, 且 记 5 = 人 av) 
则 有 ay 之 0, IIS# 又 gj 一 0 当 且 仅 当 cj 一 67 一 0 大 一 1，2，… 站， 

10、 试 证 : 实 规范 变换 将 不 变 子 空间 的 正 交 补 保持 不 变 ， : 

11。 设 4 和 BB 为 n 阶 实 正 交 方 阵 ， 则 1 一 rank (4 十 B) 为 偶数 当 且 仪 当 
detA detB=1. / : 


12， 设 4 为 n 阶 对 合 方 阵 , 即 4?=1‘m， 试 证 : 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 0， 


使 得 
， Tr) 0 
0 40=( 一 (4 下 ) ) 
因此 存在 实 非 异 方 阵 P， 使 得 
Lr) 0 
. 人 MP=( en) 


13，,， 设 4 和 8B 为 rnXm 实 和 矩阵, 试 证 有 不 钵 式 : 
tr(AB'—BA')(AB' — BA')'<trAA'trBB.. 
昌 稳 式 成 立 当 且 仅 当 存 在 对 阶 实 正 交 方 阵 O 和 台阶 实 正 交 方 阵 0,, 使 得 


a 0 (° 1 
0 0 
or ， ) oaol od 0 ) 
0 0! 0 0 
其 中 8>0,5 守 0， 
14， 设 4 为 n 阶 实 方 阵 ， 试 证 ，4 为 对 称 方 阵 当 且 仅 当 4:=44 能 


区 给 出 四 种 不 同 的 证 明 ? 
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(i) 用 Cauchy 不 等 式 于 及 的 元 杂 上; 
(1) 用 迹 ; 

(iii》 用 化 为 非 异 方 阵 的 情形 ; 

(iv) 用 先 证 明正 交 相 似 于 上 三 角 方 阵 ， 


$ 9.3 实 对 称 方 阵 


由 定理 9. 2. 5, 给 定 % 阶 实 对 称 方 阵 8, 则 存在 实 正 交 方 阵 
O=(B.…b;) 
使 得 / 
SO=Odiag(h4 ph)， A 机 之 机 之 之 hi,， 
所 以 有 
SBi=ApB:,, 1=1,2,.,7, 

其 中 B1,，…, Pr 为 Vs, 中 标准 正 交 基 . 

定理 9.3.1 (Courant 一 Fisher 最 小 最 大 定理 ) 设 

4 之 4 之 … 之 4a 

为 % 阶 实 对 称 方 阵 8 的 % 个 实 特 征 根 , 则 


7 
THX ， 
rs J=1,2,.,7. 
7 下 人 
<j 


N= 


min 
VE Dt ET ‘Ts 
证 今 
0'SO=diag(41,…, 机 ) 二 A， 儿 之 宙 之 … 之 机 
记 z 
ve—=Oér, 1l<h<I, y=0¢ 
于 是 对 了。 的 标准 内 祝 ( ， ) 有 
s。 24T。 


Sr 


Hs 二 min max 一 一 nin 
ve ro j-1E Vn sD 灿 之 Co g-1€EP 8 
和 
max Y/Y 
《六 ， 籽 )》= 10 
1" YY 
记 
WY) 
y=| : 
多 
Us, 
川 
性 
一 1 
之 ,Mt 
4; 一 min max Eel 
Vo pj-1EV, {Foi)= 人 0 二 
1 < 一 7 人 > 2 一 
l=1 
所 
0 \ 
0 
ei 一 ] 2， j=1,2,..., nn 
0 
0 


1 入 
2 
> A > 2 
Wj max i! 一 max += < 
(yse £)=0 2 Wg EP Bik 
hk < > VY > 2 
i =1 R= 


另 一 方面 , 任 取 wo Er ,车 gEP ,有 
(2， Vi) 一 0， 4 一 2 一 1 
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， 
这 是 7 一 1 个 方程 , 而 y= 这 er， 妈 有 Jj 个 独立 未 知 数 。 所 以 


1 =1 


~ 定 有 非 零 解 Y 二 ym 于 是 


一 n 
此 7 一 VV, Li 1eEV, (Wt x)=0 9 
1 < 二) > Ui 
t=1 
了 
ph 
让 E=1 
之 m1N ey 了 
VE rd ”SS 
Ur 
b=1 
之 min 7 == 几 


Vo j-1EVh 


这 证 明 J 了 Wy= hj,) = 1, 2,.…,, 证 完 ， 
定理 9. 3.2 (Courant-Fisher 最 大 最 小 定理 ) 设 


儿 宇 下 宇 Nn 
为 nv 阶 实 对 称 方 阵 仿 的 nv 个 特征 根 , 则 
二 max min TOE j=1,2,.,N. 
VE nj-EYe (wf p=0 风光 
i ban- 


证 ”和 定理 9. 3.1 的 证 明 相同 ,我 们 有 


Hs = maX min 一 站 一 二 2 和 
Wd n-jEVn ( 六， 如 2)=0 , 2 
1 人 一} > 0 
i=l 


J 
取 0 一 BCJ+19 "9 Vn-1™— Cn, y= > ,Uer, 则 有 
k=1 


也 
. 2 
min A1Wi 
uj 二 maxX (yyi)=0 【一 1 


Vo Ve-jEFe labcn-j 入 
2 
l=l 


se 243« 


i 
DA 
k= 1 


> ， min Ay 
一 1 


"hy jEV, > 
为 一 方面 ， 任意 取 定 2 Vj 了 y= Swe, 使 得 (Y, DE) =0, 


二 1,2,…,n 一 7， 它 是 1 一 7 十 1 个 未 知 数 , 2 一; 个 方程 构成 的 线 
性 方程 组 , 所 以 一 定 有 非 零 解 y= 二 y“， 于 是 


_ max min :一 
Hi VY, 0 jEr. 《8 05)=10 


这 证 明了 2 = 人, 了 7=1,2,…,2， 证 完 . 
定理 9. 3. 3( 单 调 性 定理 ) 设 4 和 B 为 n 阶 实 对 称 方 陈 ， 且 
8 二 0. 设 4 的 特征 根 为 所 宇和 1 宇 … 宇 加 ，A4 填 B 的 特征 根 为 
HI 之 1 之 … 之 1 ， 则 有 
WJ 之， j=1,2,..,% 
证 今 zBz2>0， VzEF 所 以 有 


(A+B)z_ Z Az BAe 
TI | TT 


，V O02EV,. 


任 取 é&1, 机 -IE ， 任 取 rEV,, 全 得 
(é1, 72) 一 (0 k=1,2,..,7—1. 


则 有 
max 二 (4 十 BDI)Z、9 >2 .42 y 0zyEV,, 
(t x: XT)=0 Tz yy” 
1 < 
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(6195) 一 局 1<& 一 7 


所 以 有 
i (A: 二 DZ 、 2 47z 
IaX 一 一 一 一 一 一 二 NaX 。 
(E:T)=0 2 2 (22 二 0 ZZ 
之 天 < l < 委 曙 天》 
问 理 便 证 明了 
. 2 (A+B)z . 
min max 一 全 min max 
VE (oh . MA 1 e230 
41'Ax 
XT 


此 即 如 宇 为 ,j= 二 1,2,…, 1 证 完 。 
引 理 9.3.1 设 入 之 之 … 之 4 为 n 阶 实 对 称 方 阵 8 的 7 


个 特征 根 , 则 有 z 
x .X'Sx 

,一 max 4 ,一 min 

rx0 Cw z#0 


证 今 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 0, 使 得 
O'SO=diag(h,, ds) =A， A 


于 是 记 y= 之 ,wes 一 0'z, 则 有 
j=1 


2' SY 2 LV A 2 Au 
4 一 maX 一 一 一 IaX 一 一 InaX > = ， 
rz0 Tw yx0 y y ye¥0 > Zu y=¢, 
而 
nax CA 
#0 Wj 
下 明了 4 一 放 p74 
. 7 } 2 
zy A; < >A 
' so 7 7 yx0" YY yx0 uy 之 4 | = en 
1 


e 2 ee 


这 证 明了 Hz 三 4。 证 完 . 
定理 9. 3. 4 (严格 单调 性 定理 ) 设 4 和 8B 为 % 阶 实 对 称 方 
阵 , 且 五 >0. 设 4 和 4 十 B 的 特征 根 分 别 为 
由 之 … 之 名， 之 之 ne 
则 有 
ji< NU 7 一 1 2……，2， 
证 ” 设 定 正 对 称 方 阵 吾 的 特征 根 为 p! 之 … 宇 ps»>0， 于 是 由 
引 理 9. 3. 1, 有 


(A+B)r x'Ar zBr Az 
-十 一 一 之 一 
7 Hr Xr wr 


十 pns VOXEV,, 


和 定理 9. 3. 3 一 样 可 证 上 pr 疡 4 十 ps>>4 1 委 J/ 委 2， 证 完 . 
定理 9. 3.5 (分 离 性 定理 ) 设 


为 n 阶 实 对 称 方 阵 ， 
G11 *** 
Gj! °°* yy 
为 主子 和 抢 阵 ， 设 5; 的 特征 根 为 


41 之 427 之 … 之 4 7] 一 1， 2 n, 


则 有 
Nir s+1ENiy Ahi, sr1s 1 委 六 ) 委 2 一 1 


se 24A6。 


Wy ， 
Uj + =-( : ),i=1, 2,*…, Rn—1. 


mh 二 1 2 L 下 
UN 小 wy ， 
0 0 
由 定理 9. 3. 1， 
hi s+1 一 : min 1naxX ET 
Vol 1EY jo Cj =0 Yj 
外 
I 引 取 定 51， 6i-19 则 有 
f 
max Wi+1 67+ + ~ max WO 
(uve =0 Uj +41 41 ws Ujuy 
( ) 二 从 
0 
中 入 
刀 


一 本 neEV,, k= 1,2, 机 2 一， 
于 是 证 明了 


Uy 人) 人 2 01 > 
(1 EE)=0 UI (M3 b= 0 Wj? i 
lB 1 kc 


后 一 等 式 由 定理 9. 3. 1 可 知 . 


/ 
2 1 
max ?+ 了 +1 hy 


(je B= 有 Ww +1 人 7+1 
1 争 一 1 


由 定理 9. 3. 1 ， 由 于 <， "9 Gi-1 可 以 任 取 ， 所 以 证 明了 
hy+1 之 4 
再 用 定理 9. 3. 2, 今 
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pp} Wy + Oj + M+! 
$+197+1 一 Inax min 一 一 一 
Wo 和 ij 4 :Sk)= 0 Uj +1Uj+1 
liebeI—i 
而 取 定 5， bij-i 则 由 定理 9 3. 2， 有 
7 
US . WS 
min | J+! 2+1<< min 2 at) 
(uf k= 人 uj 如 让 7 
1 hej (( ) .和 ) =。 
上 和 
min 让 六 Us 
S17 0 一 人 | 
1 akej—s | 
于 是 
A 
。 W341 +1 +1 
.. max min hy 
VE -iEV ji ee 2 + 1 


此 即 i+ j+1 和 ij. 证 完 ， 


习题 9.3 
设 % 阶 实 对 称 方 阵 S= (qsj) 尖 0, 且 有 


> jay=0, 1 < in 
j= 


虽 有 
(i) 设 人 8 的 转 征 根 为 
A A “之 1 1 这 ,= 二 0， 


则 
S 一 (7 一 于 ee )>0, 
过 
其 中 | 
二 1 
= Dos | 
f=1 ， 
1 


(ii) 试 证 : 
并 . 
han < (i )minCen, "yy (nn) 和 
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$ 9. 4 ”线性 不 等 式 
在 名 维 实 线性 空间 7 中 取 定 基 e:，…,em， 其 中 e; 为 mxE 
人知 阵 四 四 


在 n 维 实 线性 空间 V, 中 取 定 基 三 其 中 fs 为 nxl1 矩阵 
0 


0 
fs= 1 |， J 一 1 2 做 
0 


0 
于 是 Vs 到 冰 ， "站 让 当 信 映 骨 和 nxm 实 害 阵 4 之 合 有 一 个 馈 


(ef) = Danfs, 1SiSm. 
j=1 


G1 人 
| 
Co °° (nm 
在 这 一 节 中 , 线性 映射 凤 和 和 皇 阵 4 间 关系 就 按 上 面 方式 约定 。 
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这 里 


忆 知 在 F, 及 了 中 可 以 引进 如 下 的 标准 内 积 ; 


Z1 yi\ ‘Wi vAN\ 
DO 
za \ya/lv, Un) Van/rs 


则 了 ,和 了 。 都 是 Euclid 空间 ， 于 古 
Vs = (Vn) D(A Vn) ) 
为 空间 直接 和 . 


G1 
il : je | 
Gn | 
/a z z 
ee | 
Gn 


所 | P 为 了 中 第 一 卦 限 , Px 为 DP, 的 内 点 集 . 
定义 m 个 未 知 数 4 19 9 Tm 的 关系 


Pp' = 


视 
> QTri— 0;20, 1 妇 ? 扫 7 
1=1 


称 为 线性 不 等 式 . \ 
将 线性 不 等 式 用 矩阵 语言 来 描述 ， 记 


a Gm 人 /® 
4 | a=| :2=| 
dn1 "** Gnm/ ， 


于 是 线性 不 等 式 可 改写 为 

AX —atPn. 
线性 不 等 式 的 问题 是 求解 : 
定义 如 果 存 在 实数 zi ， “” ‘Tih ,使 得 


< 4230 。 


ri 
~、 (0) 
> QT i 之 0, =1,2,*.*, 1 


x 
2(0) 一 | : 
Xe) 


称 为 线性 不 等 式 47 一 keEP, 的 一 组 解 . 
定理 9.4.1 记 . 以 为 V ,到 VV 内 的 线性 映射 , 它 的 矩阵 表示 . 
4 为 2&x 和 1a 实 年 阵 ,w 为 nX1 实 矩阵 ， x 为 mr 个 独立 末 知 数 构成 的 
mx 1 实 和 矩阵 ， 则 线性 不 等 式 
Azx—aEP, 


网 | 


有 解 当 且 仅 当 
(Pi (A (Vm)) ,oy, 0. 
证 ” 设 线 性 不 等 式 4x 一 gEP， 有 解 X= 二 Xx, 则 Ax 一 aEP,. 
任 取 BEPi 站 CA (Vn))+, 则 由 BEP, 有 (PB, 4x 一 0)y .之 0. 
因此 
: (B,o)v.<(B, Ar™)y ， 
由 PE(CL(Vm)) ,所 以 (B,A4z%) vy. 一 0， 这 证 明了 (pB,a)v. 志 0. 
由 8 任 取 , 所 以 (Pi 人 (A (Vm) ar, 委 0. 
反之 ,用 反 证 法 , 即 若 不 存在 2 中 EVm， 使 得 Az 一 gaEP,, 则 
必 存 在 BEPsf (dl (Vm))+, 使 得 (p,m);.>>0. 
由 条 件 , 不 存在 zx 路 EV, 使 得 Az 一 aEP,, 即 
{4 (Vn) —o} NN P= 人 . 
在 VV; 的 子 空间 (.Y (Vm)): 中 取 基 Bl,，B,…，p.， 在 V, 中 取 子 
集合 : 
Q= {£6=((0, pv., … (0， Br)v,) EV,| YoEP,} 
于 是 色 是 以 原 扩 为 轩 操 的 闭 凸 锥 , (定义 :VY, 中 子 集 G 称 为 西 集 , 
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果 ,7EE, 则 1 二 (1 一 思 7EE 0 委 1 坟 3 辫 称 为 锥 ,如 果 6B, 则 
iEEE, 对 一 切 非 负 实 数 革 成 立 ;E 称 为 闭 集 , 如 果 扣 中 收敛 序列 的 
极限 点 仍 在 人 中 )， 证明 如 下 : 

今 所 IEG, 则 存在 6,0EP,, 使 得 

E 一 ((6,0 7 (6, Br)r,)', nCo, DJr (op)r) ， 
于 是 嫩 +(1 一 矶 7 一 (人 (6 十 (一 站 cc,DD)r (1 

+(1 一 boyBDJr) 
当 0<t < 1, 则 由 obEP, 可 知 16 十 (1 一 1)oEPs， 所 以 在 十 (1 一 
2)nEQ. 这 证 明了 为 凸 集 ， 又 当 1 宇 0, 则 始 ==((t0, CDPF po 
(16, B,)y,)'， 由 6EP 可 知 16EP,, 所 以 1EEQ. 这 证 明了 Q 为 锥 . 
最 后 由 尼 为 闭 集 , 所 以 名 也 是 闭 集 ， 至 此 证 明了 8 为 闲 凸 锥 
而 条 件 { (Vw) 一 Q} 站 Ps, 二 2 推出 
c=((—a, Dr (—0, Pi)r,) EQ. 
事实 上 ， 若 EEQ, 即 (( 一 %, BD)y,，…，( 一 &, DJ) EQ8， 风 存在 
6EP,， 使 得 (( 一 a, BD)v,，*……，( 一 %, Br)y,) = ((6, Br,, … 
(6, B.)y,)', 即 有 
(6 十 ay Dj) =0, J=1,2,.,7 
由 于 DB ，… Bi 为 (A (Vs))+ 之 基 , 所 以 证 明了 6 二 aEwx (Vs)， 因 
此 6E{.L (Vn) 一 4} 人 Pr 这 和 {A (Vm) 一 4} 们 P， -多 蔬 盾 . 所 以 
证 明了 6&@. 
现在 在 PV, 中 有 闭 凸 锥 @ 及 不 在 8 中 之 点 6. 由 图 形 可 以 看 

出 : 在 了 中 存在 超 平 面 


nx: Dose>0 
使 得 z 和 @ 及 : 都 不 交 ， 且 将 它们 隔 开 ， 由 于 ,中超 平面 将 
分 成 两 部 分 ,部 分 使 得 31cjzy 一 c 汪 0, 吻 一 部 分 使 得 3 cjzj 一 
J= 1 j=] 
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0， 又 由 于 原点 在 内 凸 锥 @ 中 ,而 当 z=… 和 一 20 有 时， 
> cj2f 一 C<0, 这 证 明了 @ 中 点 
i=1 


一 ( (0, Biv,, "ys (0， br) py) 


代入 , 仍 有 
p37 0, Bi)v,—c<=0, V6EP,. 
又 < 在 超 平面 zz 的 另 一 侧 , 所 以 有 
> pi)r,—-c>0. 
忆 
-D708,=8, 
”由 有 : 


0,P)v,te>0, (a,PB)r,>c>0, ViEP,. 
这 下 明了 (a, Dr,>>0.， 余下 证 BEPN (ACV,))-: 由 于 pB,,…， 
Pr 为 (L(Vm))+ 之 基 ， 所 以 BE(wl (TV,))+， 最 后 证 BEP,， 事 实 
上 , 记 
/0 


则 of 已 ,而 
0<<c 十 (0, BA)r =ce+t 4b,, 4 二 0， 1< 7 <n. 
253 


车 某 个 bn<0, 取 和 > 一 9， 则 c 二 40;o<c 一 c=0, 这 和 条 全 


ce 二 和 2 之 0 矛盾 ， 所 以 证 明了 6 之 坐标 都 非 负 ， 即 EP 至 此 
证 明了 存在 peP。.n (以 (。))- 使 得 (% B)r>0， 证 先 . 

定理 9.4.2 设 4 为 rxm 实 矩阵 ,4 为 %X1 实 算 了 泗 ，Z 为 m 
个 独立 未 知 数 构成 的 mx 1 实 矩阵 ， 则 线性 不 等 式 


Az—aEPrn 
有 解 当 且 仅 当 
({P,n(d(7 asD)) 寺 一 {0jajr < 一 0， 
特别 ,线性 不 等 式 
AxEP? 
有 有 解 当 且 仅 当 


PN (A (Vm))™ = {0). 

证 若 存 在 zx(OEn。， 使 得 hz 一 aEP4， 任 取 BEP, 一 {0}， 

则 有 
(4z0) 一 0 DJ) 一 (4z0,0)v 一 (aDD)r >(0. 
当 pe{fP,n (AVm)) 直 一 {0}， 则 有 BECA (Vw))!, 于 是 (427 
A)vr,=0. 因此 证 明了 
(a, B)r <0, YBE{Ps— (A (Vn)) } — {0}. 
反之 ,车 4? 一 BSP 无 解 , 记 


/1 
| ) 玄 . 
1 1=1 


则 4z 一 a 一 万 eEP， 无 解 ， 其 中 p=1,2, , 用 定理 89.4. 1 的 证 明 
可 知 ; 存在 perEP,m (ob(a))+, 使 得 
p i _- , 
(4 Da 十 Fe)r,>0, p=1,2,*°, 
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S={pEV.,IP p=1} 
上 ,因此 SS 上 序列 {p73-, 中 存在 收 钙 子 序 列 {B'?7}3-0, 使 得 它 
的 极限 为 Bo。，Po 仍 在 单位 球面 上 , 即 为 单位 问 量 ,又 
lim p?7 = po 
另 一 方面 ， 由 CEPmn Co)) 及 Po (MA 都 是 
天 ,中 团子 集 , 所 以 极限 让 SP Cd 六 .而 


(Bs, ete )r,>0, ) 一 1，2，…， 


当 J 一 00, 便 有 (Bo,%) 宇 0. 这 证 明了 在 {Pn 站 (CAV,))-} 一 {人 0} 中 
存在 问 量 bo， 使 得 (po, 0)v, 宇 0 所 以 当 ({Ps 一 (Vn))+} 一 
40}, 9)… 二 9， 则 线性 不 等 式 4x 一 aEP% 有 解 . 证 完 ， 

定理 9.4.3 设 4 为 nxm 实 入 阵 ,x 为 由 ;个 独立 自 变量 构 
成 的 mx 1 实 和 从 阵 ， 则 线性 不 等 式 

AxEP, 
在 Pm 一 {0} 中 无 解 当 且 仪 当 存 在 uePr, 使 得 
— A'uEP?., 

证 这 4zc 忆 在 Po 一 {0} 中 有 解 »， 且 存在 wEPs,， 使 得 
2 于是 


2 (Au)—v A'uy=y (Av)>=0. 
但 是 一 4 xzEPDGP 一 {10} ,所 以 2(4 人 一 (一 切 (一 4 (<0. 
这 叶 出 予 居 ， 因 此 当 存 在 wEPs， 使 得 一 4'wEP%， 则 AzEP, 在 
PP 一 10} 中 必 无 解 . 
及 之 , 存 不 存在 uEPx, 使 得 一 4uEPm， 因 此 


一 dx / — 4 
( )-( js 
I 


2 


无 解 。 记 .以 为 VV 到 Vsin 内 之 线性 映射 ,使 得 对 所 有 友 sm 之 标 
准 基 , .YL 所 对 应 之 矩阵 表示 为 (nx 十 m) Xn 起 阵 
(10) 
TY) 矿 
其 中 1 了" 为 % 阶 单位 方 阵 , 于 是 . 必 的 夫 生 变换 .sw ” 所 对 应 之 矩阵 表 
示 为 有 xx (2 十 如 ) 算 阵 
—ANV 
( 7 ) 一 (一 4 1). 


而 任 取 CC ,+m, TEV,, 则 有 
(0, A (TI vin A (00) TO, 


A 
由 定理 9. 4.2， ( jueP3 ,无 解 当 且 仅 妆 


PrmfN) (A (Vn)) A0. 
所 以 存在 0 关 vEPs4n 人 站 (CAV.))~-， 记 


hh 


可 Wi 、 wi\ 
Ww nn ~ Wea 
Vv, 二 0, 所 以 z 


肥 
wi 
ws 


所 以 ws = Aw. H(z0, 所 以 2 天 0， 因 为 者 Wi = 一 0， 则 
[2 

ws = Aw'=0, 这 导出 矛盾. 由 ww! 冯 0 可 谭 wEP,,— {0}，, Ws = AW IE 

P,。 这 证 明了 线性 不 等 式 4zEP; 在 P, 一 10} 中 有 和 解 ， 所 以 这 尘 出 

矛盾 . 定理 证 完 . 
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第 十 章 ”二 次 型 的 分 类 


$10. 1 实 对 称 方 阵 在 实 相 合 下 的 标准 形 
定义 n 阶 实 方 阵 4 和 B 称 为 实 相 合 的 ， 如 果 存在 % 阶 可 北 
实 方 阵 P, 使 得 Sa 
B=P'AP., 
引 理 10.1.1 实 相 合 为 等 价 关系 
证 显然 4=7 47， 其 中 了 为 单位 方 阵 , 即 4 和 4 实 相合 . 这 
证 明了 反 身 性 ， 又 车 B=P'4P，, 则 有 :4=(P-!)'B(P-!), 所 以 4 
和 B 实 相合 ， 则 B 和 4 实 相 合 ， 这 证 明了 对 称 性 . 最 后 若 殖 = 
P'4P,0 一 0'BQ, 其 中 了 P,Q 都 非 异 ， 则 C=QB9=9'(P4P)@= 
(PQ8)'4(PQ)， 即 车 4 和 B 实 相合 ,B 和 C 实 相 合 ， 则 4 和 OC 实 相 
合 ， 这 证 明了 传递 性 .证 完 . | 
显然 实 对 称 方 阵 ( 实 斜 对 称 方 阵 ) 在 实 相合 下 仍 变 为 实 对 称 方 
阵 ( 实 斜 对 称 方 阵 )， 
在 这 一 章 给 出 实 对 称 方 阵 及 实 斜 对 称 方 阵 在 实 相合 下 的 标准 
形 及 全 系 不 变量 , 从 而 给 出 了 二 次 型 的 分 类 . 
定理 10. 1. 1 任 一 实 对 称 方 阵 8 在 实 相 合 下 的 标准 形 为 
diag(7'P)， 一 T47-2) ,0)， 
其 中 7=Tank(S)。 数值 
0(S)=p—(7--p)=27—7 
称 为 S 的 符号 装 , 它 是 标准 形 的 迹 ,也 是 S 的 正 特征 根 个 数 减负 特 
征 根 的 个 数 ， 
证 下 面 给 出 两 种 证 明 ， 第 二 种 方法 实质 上 是 二 次 型 的 配 
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方法 . z 
(一 ) 由 定理 9.2.5, 存 在 实 正 交 方 阵 0, 使 得 
O'SO=diag(h;,.…, 4;,, 0,*…, 0) 

其 中 7 二 rank(5),4 宇 … 宇 4, 守 0hpii 宇 … 宇 4.， 取 

P,-==diag(、 A es /APN ~—Aprisors NM — hs ,es 1) 7,. 
于 是 % 阶 非 异 方 阵 了 一 0Po, 有 : 
| P'SP=diag(T?, —1‘" 0) 
证 完 . 

(二 ) 当 S=0, 则 不 必 讨 论 ， 当 5S 关 0, 记 


dl °° Gin z 
:| :. : dij ye. 

Unl Onn z , 

没有 一 个 元 素 aj; 关 0, 作 置换 方 阵 Pi 则 有 
Qj * 
P'sPp1=|( x ) 

所 以 在 实 相合 意义 下 无 妨 设 oj 天 0. 设 a qz wa 都 等于 零 , 则 
存在 一 个 a;; 取 0, 其 中 i 二 j, 作 置换 方 阵 Piy, Ps4, 则 有 : 


0 Gy 可 

:pi _ 
Ps; Piry SPiyP2s;=| a 0 * js 

宁 灯 导 


所 以 在 实 相合 意义 下 无 防 设 ais 关 0， 再 


( ) (和 中) (Gk 
I \ 


0 0 7 


并 条 


(的 0 )* 

— 1 0 一 2Q12 
中 

所 以 在 实 相 合 世 义 下 总 可 无 妨 设 eu 天 0.。 这 时 记 
ee 258* 


其 中 % 为 人 一切 xl1 实 第 阵 ,Si 为 4 一 站 阶 实 对 称 方 几 , 作 


( — Qo ' (® ® ( 一 bi Qi 的 0 ) 
0 Ver 8 人 OO ToprD NO 8 一 arlac/ 


下 作 


/0 \/ 0 : 0 
(~ lanl )( | — 1 Je ) 
1(™-1) 0 心 ! 一 0 QQ 0 了 (2 一) 


ea) 
0 心 | 一 0 aa/ “ 


出 于 对 51 一 a1r aa 作 实 相合 可 扩充 为 对 人 


相合 。 由 归纳 法 便 证 明了 定理 ， 证 完 . 
引 理 10. 1.2(Witt 定理 ) ”给 定 % 阶 实 对 称 方 阵 S 和 m 阶 实 
对 称 方 阵 S， 和 和 Ds, 设 \p D1 心 ? 都 韭 异 , 且 及 十 入 阶 实 对 称 方 阵 


S 0 S 0. 
(os) (0 5) 

总 相 实 相合 , 则 5S; 和 5 实 相合 . 
证 今 存在 % 阶 非 异 实 方 阵 Pi, 使 得 


| TP) 0 O1. 
Oo mn/ 6 
的 0 人 ) Pi 10 ) Pi SP ON . | 2 
二 一 + 一 
0 了 (mn) 0 心 ， 0 1™) J S;), 


s=( 0») ) ;一 1 2 


土 1 0 
0 心 ; -一 CT QQ 


) 作 实 


所 
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所 以 上 面 证 明了 


(0 5) (oa) 
0 SS/, \90 AN， 
互相 实 相合 ,此 即 


一 6， 0 一 0 0 
0 8g) ( 0 下) 
互相 实 相合 ,显然 % 和 5。 实 相合 当 且 仅 当 一 和 一 实 相合 . 
因此 我 们 无 妨 设 6 二 1, 然后 证 明 S$, 和 访 , 实 相合 ， 
今 若 存在 % 十 m 阶 非 异 实 方 阵 
P=( p 
G Po/” 


其 中 ea 为 实数 ,a,， 为 (2 十 丸 一 1) x1 实 矩阵 , Pu 为 8 十 m 一 1 阶 实 


方 阵 , 使 得 
人 
0 BS/ \0 $8,/, 


(o 5)-(s mlo 5s) (eB, 


("ee apB’'+a'd,P, ) 
‘aP+ Po'Sio BO 二 PP 


即 有 


所 以 
ig2 十 oa 一 1 
aB +-P,'S'x=0, 
BP'+Po'SiP,= 8S,. 


显然 无 妨 设 a 寺 1, 因为 若 4a=1, 考虑 一 P, 则 有 


Cp) Ca -( 
0 5/ ) <， S$, 


+ 260 。 


而 一 了 之 第 一 行 第 一 列 元 素 为 一 1 
取 2 十 到 一 工 阶 实 方 阵 
Q=Po+ (1—a) -agp’, 
则 有 
Q'S,0= (Po'+ (1~a)-!'pBa’)S (Pot (1—a) -ap’) 
~Po SPot (1—a)-'iBa' SP (1—a)-iPo' Sep 
+(1—a)™ Ppa’Sap' z 
= (Ss—BP’')+ (1—a) -pbB(—ap’') 
+(1—a)  (—ap)p’ i+(i—a) pp(l—o)p 
一 心 >， | 
由 假设 S，S,，S2 非 异 ,所 以 61detS8 关 0，61det5s 尖 0， 这 证 明了 
detolidetos 关 0 由 Go@=, 双方 取 行 列 式 , 便 证 明了 det@ 关 0， 
因此 5 入, 实 相 合 ， z 
对 六 的 阶 数 % 作 归纳 法 ， 便 证 明了 S: 和; 实 相 合 ， 引 理 


定理 10. 1.2( 惯 性 定理 ) ”两 个 % 阶 方 阵 


二 0 0 ro 0 
4=| 0 -To-m 0 | B=| 0 一 re-o 0 
0 0 of | 0 0 
实 相 合 当 且 仅 当 7=s, 9 二 9， 所 以 % 阶 实 对 称 方 阵 在 实 相 合 下 的 
全 系 不 变量 为 它 的 秩 和 符号 差 . 
证 由 干 4 和 B 实 相合 ， 所 以 存在 %* 阶 非 异 实 方 了 泗 P， 使 得 
B=P AP, FL rank(A)=rank(B), 即 有 ?= 
将 己 按 前 了 行 , 列 分 块 为 


(6 
P= 
, Ps Pp, 9 
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0 0 
人 0 ) ， 人 
0 J?) 
NE 
这 十 明了 


六 42) 0 _p [7) 0 p 
0 — 1("-9q) 1 0 — I(r~p) 1， 


双方 取 行 列 式 , 便 证 明了 detP1 隆 0, 即 证 明了 


了 (9) 0 TP) 0 \ 
( 0 | 0 en) 


实 相合 “由 Witt 定理 , 当 p>g 时 证 明了 


(， 0 ) jr-0 
0 — J"r~?) ， 


互相 实 相合 . 所 以 存在 > 一 4 阶 非 异 实 方 阵 ,使 得 


TIT‘?~-9) 0 
( 0 jen)-0 1")0= 0'0 


记 Q= (qs), 比 较 第 一 行 第 一 列 元 素 , 便 有 1= 一 Zq4 和 这 导出 


节 盾 ,所 以 7 二 9， 当 74g 时 间 理 可 导出 矛盾 ， 至 此 证 明了 p=4. 
定理 证 完 . 
下 面 的 拭 阵 计算 技巧 , 实际 上 是 配方 法 的 推广 ,非常 有 用 . 
设 人 为 % 阶 实 对 称 方 阵 ， 将 它 按 前 s 行 , 列 分 块 为 
Su Se 
se 
Si? S22 广 
假设 detSj, 关 0, 即 51 为 8 阶 非 异 实 对 称 方 阵 , 则 有 


°° 2202 。 


(7 Sr Si 人 Sis \\1 一 SSia 
\0 / ) S12 oo Z ) 
( I OVS Si VI 一 ST5Su 

一 SS ,hs sh I ) 
风 D12 7 一 Su SAN 
AN0 catsrao 1 


ggg s) 
所 以 将 2 失实 对 广 隆 打 了 本 人 洞 ， 且 证 明了 SS 实 相合 于 准 对 


角形 . 
例 设 5 为 n 阶 实 对 称 方 阵 ，a 为 nx1 实 和 矩阵， 假设 5S 和 


心 一 aa 避 非 寞 ， 试 证 ;它们 的 符号 差 有 关系 
B08) = 当 “BS ol 
6(S—aa’ ) 十 2， 0 Sa 


证 考虑 2 十 1 阶 实 对 称 方 阵 


0 
( 7 SS -( S — Qo ) 
1 ~—aS -un /li—oa'S i 0 
CC 
下 二 作品 有关 


at wu )-A( s) 


由 于 符号 差 为 标准 形 中 ]1 之 个 数 减 去 一 1 之 个 数 ， 
的 对 角 元 素 相 加 ， 因 此 证 明了 ;， 当 wS-ic 天 1 则 


即 等 于 标准 于 


es IHF. 


. . oro! 
1 二 808 一 am ) = -+6(S) 


当 @S ia 二 1, 则 有 
1 十 6(S 一 aa )=1+6(8); 

当 @ -ca>1 则 有 
1 二 6(S 一 aa' ) = 一 1 二 60S)， 


1 «a : 
有 最后, 当 a S ig 二 1， 则 有 act )=0, BN det(S 一 aa ) 一 0， 
% - 


这 和 假设 矛盾 ， 证 完 ， 
运用 上 面 理论 ， 下 面 给 出 实 二 次 型 的 结果 ， 由 $8. 1, 所 以 实 
二 次 型 为 


p(z) 一 >， 67102107 一 2 Sx 
i 1J= 1 
其 中 S= (ai 为 多 阶 实 对 称 方 阵 ， 作 坐标 变换 
z= Spiys, 2 =1,2,°..°n, 
1=1 " 


其 中 阶 实 方 阵 
P= (p47) 
非 异 .于 是 x*== Py, 因此 
p(z) 一 2Z Sr= (Py)’ S(Py)=y (P'SP)y. 
即 作 坐 标 变换 z=Py， 则 二 次 型 关于 坐标 2 及 y 分 别 对 应 实 对 称 
方 阵 S 及 P'SP, 它们 互相 实 相 合 ,所 以 定理 10.1.1 给 出 了 
定理 10.1.3 任 给 实 二 次 型 


物 
P(X) 一 > ， diydi779 Ci 一 011 


3 7 一 1 


则 存在 n 个 独 江 坟 知 数 Ti1s Tn 的 非 异 线性 变换 
° 264 。 


z= DI pgs, 8 一 工 , 2 1 
使 得 9(2) 变 为 名 个 独立 未 知 数 Yi" Yn 的 二 次 型 


-里 7 
$0) = > 97— > 23 
j=1 


j=2+1 


将 定理 10. 1.1 的 第 二 全 证 明 用 坐标 写 出 ， 便 得 到 所 谓 配 
方法 ， 


习题 10. 1 
1.。 设 S 为 n 阶 实 对 称 方 阵 


G1 jf 
Si=| : :| 2 
Qj jj 


设 了 阶 主子 方 阵 


都 非 异 , 则 实 二 次 型 
q(x) = HY 
可 化 为 二 次 型 
2 {detS,sN, az ， ， ( detS, ) 2 
p(y) (detS.)y3 + (e+ 十 dety 有 


2。 试 给 出 实 二 次 型 能 分 解 为 两 个 实 线性 函数 之 乘积 的 必要 且 充 分 
条 件 . 

3，、 设 实 二 次 型 q(x) =x'Sz 有 性 质 

detSs0，90(2 ooy080 0)0, 
试 证 ; 9 可 经 过 非 异 线性 变换 变 为 二 次 型 
Yr YP Ys Yn)s 

其 中 乡 对 应 非 异 实 对 称 方 阵 , 其 符号 差 之 绝对 值 不 超过 1 一 2k. 

4， 设 nx 之 3, 且 4 和 B 为 nn 阶 实 对 称 方 了 泗 、 设 wnX1 实 对 称 方 阵 a 有 
a'ha 一 0,a' Ba=0, 则 必 有 a 二 0， 试 证 下 面 定理 : 存在 % 阶 实 非 异 方 阵 P， 
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使 得 已 4P,P'BP 同时 化 为 对 角形 . 

定理 的 证 出 再 分 为 下 面 八 步 : 

1) 所 给 条 件 在 实 相合 下 不 变 ; | 

2) 任 取 了) 天， 其 中 1 过 j hn， 记 4= (a4)，B= (5;)。， 则 对 任意 
(一 7 十 1)X1 实 和 矩 隆 ,由 


aj) jk Diy "bjr 
pl : yp 人 。 EE }- 

Ne "yk Pk; 六 击 Di 

可 推出 p= 人 ; 
3) 记 7= 二 rTank(4), 则 存在 % 阶 实 非 异 方 阵 Pi, 使 得 
PIAPI= A: 0\, piBP,=/BY ) 
\0 0 / \0 士 7 
. 4) 在 实 相合 下 无 妨 取 


A ) 0 0 B'?) 0 
二 一 | 0 i 01, B=! 0 0 0 
0 0 0 0 0 了 


其 中 dst 4detB 天 0; 

5) 在 $==2 时 可 直接 证 明 4 和 B 同 时 实 相 合 于 标准 形 、 在 p>2 时 试 将 : 
问题 化 汐 当 4 和 B 都 是 非 异 的 情形 ; 

6) 设 4 和 B 都 是 非 异 方 了 滩 ， 试 证 : det (4 一 18) 为 4 的 实 多 项 式 , 它 的 
根 也 都 是 实数 ; 

7) 取 定 det (4 一 4B) 的 一 个 实 根 4。 试 利用 4 来 证 明定 理 成 立 . 

8) 试 举 反 例 说 明 : 任 给 两 实 对 称 方 阵 4 和 B, 一 般 说 来 ,它们 不 能 同时 
相合 于 对 角形 ， z 


$10.2 实 定 正 对 称 方 阵 和 实 方 阵 的 极 分 解 


显然 实 对 称 方 阵 的 定 正 ( 半 定 正 、 定 负 , 半 定 负 ) 的 性 质 在 实 相 
合 下 不 改变 . 

定理 10.2.1 设 5 为 % 阶 实 对 你 方 阵 , 则 下 面 性 质 相互 凌 价 ; 

(1) S>0; 

(2) 5 的 特征 根部 是 正 实数 ; 
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(3) 存在 非 异 实 方 阵 8 使 得 8S= @'g; 
12 … 
(4) s 的 "个 顺序 主子 式 8( 1 本 ?>0j=b 2 


(5) 5 的 一 切 主子 式 都 是 正 实数 , 
证 (1) 之 (2)， 设 S>0, 即 对 一 切 zxEPF ,zx 天 0， 有 ziSz 全 0. 
另 一 方面 ， 由 定理 9.2.5， 存 在 % 阶 实 正 交 方 阵 0, 使 得 0'SO= 
Glag (1,…,4x), 其 中 负 宇 … 宇 4,.。 取 
0 
0 
es=| 1 | e:EV,, j=1,2,..,% 
0 
0 
- 仿 z 二 Oe;， 则 ei;O'SOe; 二 4; 二 0,2 二 1,2,…,R%， 这 证 明了 5 的 nn 
个 特征 根 都 大 于 零 . 所 以 由 (了 推出 (2). 
(2) 二 (3). 假设 % 阶 实 对 称 方 阵 人 S 的 % 个 特征 根 4,4,,….， 
As 都 是 正 实 数 , 则 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 0, 使 得 0'SO = diag(4,,….， 
4), 令 
8=diag(、[zi ,VMAs)O', “detQ@A0. 
于 是 态 =8'Q， 所 以 由 (2) 推 出 (3). 
“(3) 二 (4). 假设 %* 阶 实 对 称 方 阵 5S=8'8,detQ 隐 0， 由 定理 
.4.2.1(Binet-Cauchy 公式 ), 所 以 有 : 


S84)= 2 0'(0%,)0(Y7) 


Ti 


一 Q(z 7 17)%. 
I "人 了 


今 8 非 民 ,所 以 前 yy 列 线性 无 关 , 因此 存在 7j 阶 子 式 9 (i23 人 冯 0. 
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这 证 明了 SG2 人 之 0 = 2 2 所 以 由 (3) 推 出 (4. 
(4) 之 (1)， 设 % 阶 实 对 称 方 阵 太 的 个 顷 序 主子 式 大 于 零 . 
下 面 用 归纳 法 来 证 明 5S 二 0， 当 n=1 时 ， 由 行列 式 大 于 等 可 知 它 
定 正 . 设 % 一 1 阶 实 对 称 方 阵 的 2 一 1 个 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 则 
它 定 正 .， 现 在 设 % 阶 实 对 称 方 阵 S 的 % 个 顺序 主子 式 大 于 零 ， 记 


gen 人 
re 
ou a 


则 Si 的 2 一 1 个 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 所 以 8 >0.， 又 人 的 第 
个 顺序 主子 式 为 detS 盖 0， 我 们 来 证 明 S$ 汪 0, 今 


Tm-1) S, JT-1) 0? ) ， S 0 
(og 和 oa’'S,-! = ,wg ta) 
双方 取 行 列 式 ， 便 有 det3 = (4 一 @"517 aas 由 So>0 可 
知 detSi >0, 所 以 证 明了 ae 一 oSrie>0 ， 


现在 任 取 xEV,, 记 (2 ) 其 中 JE ，2， 为 实数 .于 是 
S, 0 / : : / 
和 0 ga y Syt (a—o Sw) x,. 
设 关 0， 则 六 Sy 这 0，(a 一 a'S -1@)x,?>>0; 设 4=0，y 关 0， 则 
y Siy>0, (a 一 Q'S 8) zw 宇 0， 总 之 ,只 要 zx 关 0, 便 有 x'diag (S51, 
a—a' Sig)z>>0, 所 以 diag(S1,a 一 a'Si-!ig) >0. 而 


(5 -人 ( 0 和 0 We > 
Q a Xi 1 0 a—a'S wa Si 1 l 
这 证 明了 8S>0， 因 此 由 (4) 推 出 (D). 

最 后 证 (1) 坊 (5), (5) 二 (4)， 由 上 面 已 证 (1) 和 (4) 等 价 , 这 样 
定理 也 就 证 明了 ， 显 然 (5) 可 推出 (4)， 下 面 证 (1) 可 推出 (5)， 今 
5>0, 任 取 1< 六 <…<2<a, 取 人 的 主子 式 S(tiris)， 记 置换 
方 阵 了 二 Pii,Pzt…Pys, 则 有 P'SP>0, 而 P'SP 的 第 上} 个 顺序 主 
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子 式 即 为 SCHi2i;)， 由 P'SP>>0 可 推出 已 SP 的 第 7 个 顺序 主子 
式 大 于 零 , 这 证 明了 SG- 盖 0， 至 此 证 明了 当心 定 正 , 则 总 的 
任意 主子 式 大 于 零 , 即 (5) 成 立定 理 证 完 . 

定理 10. 2.2 设 态 为 % 阶 实 对称 方 阵 , 则 下 面 性 质 互相 半价 : 

(1) 5=0; 

(2) 5 的 特征 根 都 是 非 负 实数 ; 

(3) 存在 % 阶 实 方 隆 8 使 得 =8'@; 

(4) 5 的 一 团 主 子 式 都 是 非 负 实数 ， 

证 ”和 定理 10.2.1 一 样 可 证 (1) 二 (2) 二 (3) 二 (4)， 余 下 证 
由 (4) 可 推出 (1), 今 假设 S 的 一 切 主子 式 都 非 负 . 记 总 的 特征 多 
项 式 

FULh4) 一 det(47 一 8S) 王 枯 十 的 如 十 十 Go 
其 中 (一 1)70i 为 S 的 所 有 7) 阶 主 子 式 之 和 ， 所 以 
(—1)fg; 守 0， J 二 1,2,.…, Nn. 

我 们 来 证 S 的 特征 多 项 式 (4) 的 根 都 是 韭 负 实 数 . 事实 上 , f() 
共有 人 负 根 一 zo, 其 中 xo 二 0。 则 有 

(一 1)"wo" 二 + (一 1)" gro 十 … 十 (一 1)an-iXot+ Gx 二 0, 
此 即 

Z0 十 (一 07)Xo 十 …" 十 (—1)” aa-120 十 (—1)"a,= 0. 
由 于 一 忆 0,…， (一 1)”!1a,1 之 0, (一 了 "4 之 0, zo 之 0, 这 导出 予 
秆 ， 所 以 证 明了 的 特征 根 都 是 非 负 实 数 ， 因 此 存在 实 正 交 方 


阵 O 使 得 
3 一 0O'diag(4 42,*…, dn)0O, 


其 中 儿 写 之 4 守 0 
由 于 任 取 ZX 和， y=02, 其 中 
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则 

7 Sr+= (Ox)'diag(,, ,hd,) (OF) = yy 0, 

1=1 
这 证 有 明了 5 大 0, 定理 证 完 . z / 
定理 10.2.3 设 S 为 nn 阶 半 定 正 实 对 称 方 阵 ， 记 rank(S) = 
7 。 则 存在 rn 个 线性 无 关 的 nxl 实 矩 咽 AP， 办 b., 使 得 
8= 388, 
j=1 


证 今 人 5S 二 0, 由 定理 10. 2.2, 存 在 实 正 交 方 阵 0, 使 得 
S=0’'diag(h,.…, 1,)0 


2 Ci) 
= > ,10'diag(0,.…, 0, 1 0 0)O 
j=1 : 


一 SOe eroO， 
j=1 
其 中 
0\ 
0 
es=. 1 pa ejEV ,=1,2,..,%. 
0 | : 
0 
信 rank(S)==7, 所 以 仙 之 之 hs>0, hr4i 二 二 机 二 0, 记 
Bi=~ NO'es, j=1,2,.,7 
显然 B1, Bs,,…,p, 线性 无 关 , 昌 


心 一 之 ,DB1 
1=1 


证 完 ， 


* 270 。 


例 给 定 % 阶 定 正 实 对 称 方 隆 4 和 已 , 记 作 


fu 0 Glin bi bin 
A= B= 
Gni “人 b,, “0 bnn 
划 % 阶 实 对 称 方 阵 


anDy "Ginbin 
C=| : 
0 De Db, 
也 定 正 . 
证 今 040y=0jp Di 一 Dj 于 是 
Qii0i;= d,s 
期 C 为 实 对 称 方 阵 ， 由 4 汪 >0, B>>0， 所 以 任 取 xzEF xz 天 0， 则 有 
7 Ar>0, rz'Br>0 
下 面 给 出 三 种 方法 来 证 明 % 阶 实 对 称 方 阵 C 定 正 . 
(一 ) 今 80, 所 以 存在 % 阶 实 非 异 方 阵 负 使 得 B=8'Q8， 记 
. 0 11 os G17 


Y= : 

Cd *** dnn/ 

by= Dug 1<i,j<n. 

万 一 1 
后任 取 XEV,, 则 | 
, i 人 RR 
7' CY= >3 0i70170307 一 3 CijdkidryXHZ1 
i j= 1, j,k=1 
一 >， >， di (GriTi) 09857271) 


b=1 §.j=1 z 
烛 4>0 可 知 x0x 宇 0, 且 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 
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05 一 0， 1<<;， 1<m 四 


记 >z= diag(z,. Tn) 因 丝 Yr=0. 但 是 det@ 关 0， 所 以 z= 0 这 
征明 了 C>0. 
(二 ) 今 4>>0,B>0， 所 以 存在 n 阶 实 非 异 方 陈 和， 集 得 ， 
A=P’'P, B=0’'0@ : 
记 4 一 (a,;), B= (0,;), P= (Pi7), OS= (gi)， 于 是 


t= Dpepe, b;; = Sr 1l< 2, VE 
Lr | 


因此 任 取 xEV,, 则 


n 和 
2 07 一 > assbisrir;— > > Dribesd pad niTits 


i, j=1 js =} Ek, 


(Be, > )=° 


等 号 成 立 当 日 仅 当 Dj) Priqiir;= 0, K, 2 = 1, 2 %.。 此 即 


几 1 
| “R= 
\ Xn 


由 于 detP 关 0， det@ 兴 0, 所 以 2 一 … 一 Zn 一 0， 即 z 一 0 这 证 明子 
C>0 
(三 ) 今 4>>0,8>0, 记 4= (ais), B= (5;y). 于 是 存在 n 阶 
实 正 交 方 阵 0 使 得 / 
A= 0'diag (41,.…, 4,)0, 
其 中 
人 之 … 宇 10 

所 
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Bil= diag(z, “**) rn) 已 diag(zZi， “*"y Tn) 一 (@i;), 
于 是 dy= bssyrity 1<1,I<n, 有 Bi>0, 又 


7 Cr= Si 0 ijOiTiTi = b> gyd, A 
$=1 i, j=1 : 

而 

trAB,= trO" diag(h,., 4,)O0B=tr diag(4 4)OBIO . 
记 i . 

0B0'= B,= (ei))>0, 
则 e;; 衬 0, 1 壹 in， 因此 
trAB'= > Neis>0. 
j=1 


而 等 号 成 立 当 且 仪 当 Ci1 一 … 和 一 enn 一 0， 即 trB,=0. 今 
0=tr8,= tr10B,O' = trB=trBdiag(z,’, … Z“) -一 了 > 071212 


而 B>>0， 所 以 太 >0,…，8s>>0、 这 证 明了 zj=…=zs=0， 即 
z 一 0， 所 以 证 明了 C>0， 证 完 . 
下 面 给 出 极 分 解 . 
定理 10.2.4 设 S 为 阶 半 定 正 实 对 称 方 阵 ， 则 唯一 存在 nt 
阶 半 定 正 实 对 称 方 阵 S51, 使 得 
SA 
且 任 一 %* 阶 实 方 隆 4， 若 有 48= 84， , 则 必 有 48: 一 Si4， 再 8 定 
正当 且 仅 当 5S, 定 正 . 
证 今 存在 nw 阶 实 正 交 方 阵 0, 使 得 
O'SO= diag (Ml, AI"™)= 4, 
其 中 
1> > 有 0 
ea 273 。- 


= diag (MAXI, MI)), 


8,=0A30". 
则 仿 , 为 台阶 实 半 和 定 正 对 称 方 阵 , 且 


2 (0 位 DO 四 2 一 0O40:= 


下 而 证 只 性 仿 若 另外 存在 一 个 % 阶 WA. 定 正 对 称 方 阵 


Ss, 使 得 8 =S， 于 是 存在 % 阶 实 正 交 方 隆 0 使 得 
O'S,0,= diag (p11™ AT 
其 中 
Al 人 > 之 0. 


S= S22= (Odiag(gyT ™) ,0 Ml 0 
=0O,diag (pi ™D ys HT DO 
=OdiagCAl ,ee, ADI®O)O” 
由 于 1 …，4. 为 8 的 所 有 不 同 特征 根 ， 重 数 分 别 为 wa。 … ns 
又 41,…, 14 为 如 的 所 有 不 同 特征 根 , 重 数 分 别 为 m1,…, wm:， 这 证 
明了 一 5 1; 一 1j 工 7 二 S, 又 4 一 /4 区 1 入) 和 323。 这 证 明了 
8,=0,Ai0," 
由 : 
~ S=0140,'=0/40’, 
所 以 0 04= 4070 将 01'0 和 .4 一 样 分 块 , 邑 记 
4 
QO=| ， . : | 二 A, 
z \4, A， : 
于 是 (一 44)4yr 二 0,1 夺 7, 二 8， 这 证 明了 Ai: 二 0, 7 天 &， 所 以 
OO=diag(Ai? 5° 4ss s°) = Ao, 
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因此 Alil, “yg Ase 都 是 实 对 称 方 阵 ， 且 
,S$,=0,4i0,'= 04; 人 4O' 
由 - 仁 4= 4 人 所 以 有 
S,=04’ AiA.0'=04' 4,4t0' 040= 

这 证 明了 开 方 的 唯一 性 . 

显然 从 证 明 可 知 &S>0 当 且 仅 当 必 >0， 最 后 证 了 明基 44= 
84 则 4S 一 S 4 事实 上 ,由 4S=S4， 有 4040'=040'4, 始 
(0'40)A= A(0'’40)， 将 0'40 和 一样 分 块 , 即 记 作 


村 ‘0 Bs ) 
0'40=| : : 小 
B.) a» Bos 
于 是 (4; 一 4h) Bj;t 二 0. 因此 当 J 关 &, 有 PB;r=0, 所 以 
0'A0=diag(B!*” ,.…,B** ). 
于 是 0' 403.4= #0'40, 此 即 40440'=04#0'4, 因 此 45,==S,4. 
证 完 . 
定理 10. 2.5 ( 极 分 解 式 ) 设 4 为 % 阶 非 异 实 方 阵 ， 则 唯一 
存在 % 阶 实 正 交 方 隆 0O 及 实 定 正 对 称 方 阵 5S1 及 5;, 使 得 
A= 5S,0=08, 
这 称 为 nn 阶 非 异 方 阵 4 的 极 分 解 
证 今 4 非 异 ,所 以 44>0。 因此 存在 实 定 正 对 称 方 阵 5;， 
使 得 Si = 二 4'4. 记 0= A455'!', 所 以 4=05;, HO'0.=S;'4 .45;' = 
Si (S52)Sz "二 1, 即 0 为 实 正 交 方 隆 . 再 
A=08,= (08.0")0= 5,0, 
其 中 0S20 仍 为 定 正 对 称 方 阵 ， 这 证 明了 极 分 解 的 存在 性 . 
: 下 面 证 唯一 性 ， 今 鞭 4=08:=0O08S: 其 中 0,0 为 实 正 交 方 
，” 阵 ,S,,S; 为 定 正 对 称 方 阵 , 于 是 有 实 正 交 方 阵 
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0'0'= S831. 

因此 (S253) (S283 ) =S253" S82= L, 此 即 S3° 二 2 ， 即 有 S32 二 
Ss, 其 中 5, 汪 0, 5 二 0， 由 定理 10. 2. 4 的 唯一 性 ， 所 以 5s = Ss, 因此 
01 二 0， 这 证 明了 极 分 解 4=08。 的 唯一 性 . 考虑 4 的 极 分 解 
4' 一 0'S, 之 唯一 性 , 便 证 明了 极 分 解 4= Si0 的 唯一 性 ,证 完 . 

定理 10.2.6 设 4 为 % 阶 实 非 异 方 阵 , 则 存在 % 阶 实 正 交 方 
阵 01,0O;, 使 得 加 ， 

O;A0,=diag(4), M42,.…, Mn), 
其 中 | / 

人 i 之 旋 之 … 实 人 届 二 0， 

又 玉 , 4 42 为 定 正 对 称 方 阵 44 的 所 有 特征 根 . 

证 ”由 定理 10.2.5 的 极 分 > 解 式 ， 有 4=3O, 其 中 心 为 怀 阶 实 
定 正 对 称 方 洋 ，0O 为 2 阶 实 正 交 方 阵 . 由 S>0, 所 以 存在 ?2 阶 实 
正 交 方 阵 0,, 使 得 

S=O'diag(hl, ,An)O, 

其 中 宇 4; 宇 … 宇 4, 和 0。 代 入 ,有 
z A=SO=—O'diag(hi,.…, 4,)010 . 
取 (一 0'01, 便 证 明了 O40,= diag(hAi, As,*, A). 

又 44'= S00'S= 8 二 0 idiag(h ,42)O， 这 证 明了 44， 
42，…4nw 为 44 的 特征 根 , 证 完 . 

定义 ”两 个 ?2x 名 实 第 阵 4 和 B 称 为 实 正 交 相 抵 的 ， 如 果 存 
在 ww 阶 实 正 交 方 阵 O 和 m 阶 实 正 交 方 阵 0,, 使 得 

B=0,A0, 

51 理 10.2.1 nx wm 实 盾 隆 的 实 正 交 相抵 为 等 价 关 系 ， 

证 亚 然 4=7 AT ,有 即 4 和 4 实 正 交 相 抵 ,所 以 证 明了 
反 身 性 .又 设 B8=0,40;, 则 4 二 01B80;， 即 若 4 和 B 实 正 交 相 抵 ， 
则 BB 和 4 也 实 正 交 相抵 ,这 证 明了 对 称 性 .最 后 ,车 B=0,40，， 
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C=O0:30,, 所 以 
C=0.B80,=0;040;0， 
这 证 有 明了 阁 4 和 B 实 正 交 相抵 ,B 和 0C 实 正 交 相抵 ,所 以 4 和 C 
实 正 交 相 抵 , 即 传 递 性 成 主 ， 证 完 . 
定理 10.2.7 设 4 为 zxm 实 矩阵 , 则 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 
0O; 和 m 阶 突 正 交 方 阵 0,, 使 得 


“| 


OAO, = 1 | » 
0 0 


其 中 入 衬 … 守 4, 汪 0,7=rank(4). 又 避 ,…,h2 为 44' 的 所 有 非 
零 特征 根 . 所 议 44 的 非 零 特征 根 及 4 的 秩 为 4 在 实 正 交 相抵 
下 的 全 系 不 变量 . 

证 考虑 齐 次 线性 方程 组 4z=0， 它 的 解 空间 为 VV。 中 的 
m 一 rTank (4) 维 子 空间 ， 在 其 中 取 定 标准 正 交 基 bit,…, fm, 于 
是 在 Va 中 有 标准 正 交 基 B1，…, Br, Brr1,…Bm, 构 作 m 阶 实 正 交 
方 阵 

O,= (PB.p2'" bn), 
则 由 4B.; ;二 0,…,ApBm 二 0, 有 
AO0,=(ApB, ABs:--:AB, 0:.::0)= At™ "0" m7 ). 
今 了 7 一 Iank (A) 二 rank(A0,)= 二 rank(4,). 对 7+xn 实 第 阵 41 同 
上 讨论 ,所 以 存在 4% 阶 实 正 交 方 阵 0, 使 得 
Ai0s= (A4"™ "0 "7 ). 
由 7 二 rank(41) 一 ranK(4103) = 一 rank(42) ,所 以 4 为 了 阶 实 非 隐 
方 阵 .由 定理 10. 2. 6, 存在 > 阶 实 正 交 方 阵 0s, Oe, 使 得 
OsAsOe= diag(h,, 1)， 和光 人 >0， 
于 是 


® 2I7 


CO 0 oOo 0 diag(4i…， Ar) 0 
0 I ) 0 Im-") 0 0 


这 证 明了 存在 实 正 交 方 阵 Or”,O0z”, 使 得 


dia Mi, Nr 0 
0.40,=( 1ag (i ) ) 
0 0 
于 是 
diag(4i…4) 0 diag(Ay,***, Mr) 0 
44 一 Oo g (hi ) oo 8(4 ***, dr;) ) 
0 0 0 0 
diag(A4,.…,4:) 0 
-of 1ag(41 ) pe: 
0 0 


这 证 明了 机 ,…，4 为 44' 的 所 有 非 零 特征 根 。 因 此 nxm 实 矩 
阵 4 的 秩 及 44 的 所 有 非 零 特征 根 构成 4 在 实 正 交 相 抵 下 的 全 
系 不 变量 ， 证 完 ， 

推论 设 4 为 &x 和 纪实 惩 阵 , 则 

rank(AA')=rank(A' A)=rank(A). 

且 44 和 44 的 非 零 特 征 根 相 辣 . 

证 这 是 定理 10. 2.7 的 目 然 推 论 , 

定理 10. 2. 8( 极 分 解 式 ) 设 4 为 x 阶 实 方 阵 , 则 存在 % 阶 实 
正 交 方 阵 O 和 7% 阶 半 定 正 对 称 方 阵 S, 和 5;, 使 得 
: A=NS.0=08,. 
称 为 7 阶 实 方 隆 4 的 极 分 解 式 . 

证 由 定理 10. 2. 7, 存在 2 阶 实 正 交 方 阵 0; 和 0;, 使 得 


其 中 
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4=(Oidiag(1 加 )01)(OO2) 
一 (Oi02) (02diag(4 4)O2)。 
取 0=0,0;, 5S1= Odiag(h1,…,4,)01, S82=O2diag (4, 4.) 0;, 
则 Si, Sz 半 定 正 ， 且 O 为 实 正 交 方 阵 ， 这 证 明了 4 的 极 分 解 式 . 


证 先 . 


习题 10. 2 
1]。 试 号 出 并 证 明定 负 及 半 定 负 的 必要 且 充 分 条 件 。 
2。 试 求 n 元 实 函 数 


全 


1 . 
(zi °°, 00) = D>, Gretit+2 brita 
f= 1 


tr =l 

的 极 值 ,其 中 % 阶 方 阵 5= (qs) 为 实 定 正 对 称 方 阵 ， 

3， 试 证 : 实 对 称 方 阵 S 二 0 当 且 仅 当 心 :>0. 

4。 设 5 为 实 对 称 方 阵 ， 试 证 ;5 的 特征 根 在 区 间 [kK，»] 中 当 且 仅 当 
一 AT 十 总 0,710) 一 心 之 0， 

5。 设 实 对 称 方 阵 5S, 和 5; 的 特征 根 分 别 落 在 闭 区 闻 [e, 纪 和 fc 全 中. 
试 证 : 实 对 称 方 阵 5S, 十 S, 的 特征 根 落 在 闭 区 间 Le 十 c8 十 四 中 ， 

6 设 SI 和 85; 为 1 阶 实 半 定 正 对 称 方 阵 ， 且 ip 一 io 试 证 : S15 
也 是 半 定 正 实 对 称 方 阵 , 

7. 设 8 为 实 定 正 对 称 方 阵 ， 试 证 ， 存 在 #” 阶 实 非 异 上 三 角 方 阵 9 ,使 
得 9 一 人 gg， 且 若 3S=@9=4i9， 其 中 8 也 是 % 阶 实 非 异 上 三 角 方 了 泗 。 试 
证 ;存在 对 角 方 阵 diag (61,…,6,) ,其 中 5 一 土 1， 1 志 j<<n, 且 

Qi= diag(d, 05) 0. 

8。， 试 证 ， 实 方 阵 4 为 非 异 规范 方 阵 当 且 仅 当 4 有 极 分 解 4=05= S50， 
其 中 心 为 实 定 正 对 称 方 阵 ，0 为 实 正 交 方 阵 . 

9， 设 中 阶 实 对 称 方 阵 8 的 前 ?一 工 个 顺 施 主子 式 大 于 等 ， 但 是 detS= 
0。 试 证 ; 总之 0. 

10.。 设 8= (gw) 为 % 有 阶 实 定 正 对 称 方 阵 ， 试 证 ; 

detS<<a gq Gnne 
es 279。 


且 等 式 成 立 当 和 且 仪 当 S 为 对 角 方 阵 . 

11。 (Hadamard 不 等 式 ) 试 证 : 设 4= (aij) 为 % 阶 实 非 异 方 泗 ， 风 有 

se < (D0) (Ds) 
1=1 1=1 z 

又 等 号 成 立 当 且 仅 当 4 的 % 个 列 向 量 两 两 正 交 ， 它 的 几何 意义 为 何 ? 

12. 设 S 和 全 为 珊 个 % 阶 实 半 定 正 对 称 方 阵 , 则 det(S 十 T) 之 det5. 当 
S 和 代为 两 个 n% 阶 实 定 正 对 称 方 阵 , 则 det(S 二 2 二 Get8 

13.。 设 咏 为 即 阶 实 半 定 正 对 称 方 阵 , 则 有 

detS<S (7) S (FT 和 和) 。 

当 S>>0, 则 等 式 对 7 二 1,2,…,7 都 成 立 当 且 仅 当心 为 对 角 方 阵 . 

14.。 设 3 和 8: 都 是 实 对 称 方 阵 , 其 中 5, 守 0, det(S1 寺 MV 一 18,)=0. 
试 证 : 存在 2xX1I 非 零 实 矩阵 c 使 得 Si 三 0,82C 一 0. 

15. 设 4 和 B 都 是 % 阶 实 定 正 对 称 方 阵 ，P 为 % 阶 实 方 际 . 试 证 : 
A 一 P'B-!P>>0 当 且 仅 当 B 一 PA-!1P'>0. 

16. 设 态 为 % 阶 实 定 正 对 称 方 阵 ， 试 证 ， 对 %X1 实 和 矩阵 zx 和 y， 它 有 

(¥'SYy):E (2'S7) (7 Sy). : 

且 等 式 成 立 当 且 仅 当 z 和 yy 线性 相关 ， 

17。 成 证 胃 数 

用. 各 一 了 
f(z 5) = 273 — Dri >0, 
j=1 


j=1 
且 求 它 的 极 小 值 , 及 在 限制 条 件 z, 一 1 下 的 极 小 值 . 
18. 设 六 为 六 阶 实 定 正 对 称 方 阵 ， 作 方 阵 序列 


X,=1, Xr =1 (XH 3X), b=0, 1,2, 
试 证 ，JjimX; 存在 ， 记 作 恕 ， 则 B 为 n 阶 实 定 正 对 称 方 阵 , 且 BS， 又 由 
SP 一 PS 可 推出 BP=PB， 其 中 忆 为 n 阶 实 方 阵 . (LmA.=Bb 定义 为 ， 记 
一 (2 名), 则 imzf 呈 二 bw, 显然 B= (Bj) 仍 为 % 阶 方 阵 ). 
19， 设 4 为 多 阶 实 定 正 对 称 方 阵 , B 为 nXm 实 和 矩阵 ， 设 Tank(B) 一 mm 


试 求实 方 阵 
A Bin'm) 
(& Q’m) ) 
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的 送 方 阵 , 
24， 试 证 ，rank (4'4B) =rank (4B) ,其 中 4 为 mXs 实 矩阵 , B 为 hX$ 


21。 设 4 为 % 阶 实 定 正 对 称 方 阵 , 试 证 : 
4 十 1 一 2 之 0， 
22， 设 4 为 和 附 实 定 正 对 称 方 阵 , 试 证 : 
(Ax, 7X) (Ar, 72) 之 2(Zy2)。 
何 时 等 式 成 了 并 ? 
23， 设 4 为 n 阶 实 方 阵 ,5= 志 (4 十 4'). 设 8>>0， 试 证 : 
: detA 守 detS. 
24， 设 4 为 % 阶 半 定 正 对 称 方 阵 , 且 7 一 4 之 0， 试 证 ， 任 取 % 阶 实 正 交 . 
方 阵 0，, 则 有 
、 det(I— AO) 守 det (1 —A). 
25， 设 5= (4a;)) 为 % 阶 实 定 正 对 称 方 阵 , 试 证 : 
> detf Qu je 


i .J 世上 GE dis 
为 定 正二 次 型 ,= 1 2，…,. 
26. 设 4 和 B 为 n 阶 实 对 称 方 阵 . 试 证 :4B=0 当 且 仅 当 4rdet 41-… 
A—B)—=det(AI— A)det (AI—B). 


§ 10.3 实 斜 对 称 方 阵 在 实 相 合 下 的 标准 形 
定理 10.3.1 设 丰 为 % 阶 实 鲜 对 称 方 阵 , 则 存在 由 下 中 元 : 


素 和 的 有 理 分 式 ( 即 两 个 多 元 多 项 式 之 商 ) 为 元 素 的 2 阶 实 方 阵 2， 
使 但 detP=1, 且 有 


0 Qa 0 0s 
P'KP=diag ( | ) 0 
一 《4 0 一 (Cs 0 


其 中 qa:,…，as 为 尺 中 元 迷 的 非 零 有 理 分 式 , 且 |41| 宇 14:| 之 … 之 
| a,j 二 0. 因此 任 一 2 阶 实 斜 对 称 方 阵 五 必 实 相合 于 标准 形 


| 0 1°' ( 0 ,)( ) 
WE] 0 -1 0 ” 3? 
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其 中 25=rank(K), 因 此?% 阶 实 钳 对 称 方 阵 的 秩 必 为 偶数 ， 
证 ”对 阶 数 4 作 归 纳 法 , 今 X'= 一 K 关 0， 用 适当 的 置换 方 


和 莲 作 实 相 合 , 从 而 无 妨 设 六 三 (aiyj ait 天 0， 即 


0 0 ) 4 3 一 2) 
共 二 — 1 0 
$» 
mm 0 人 
一 07 1 
0 了 人) 
A 


0 1 
-A 天 -A( “12 )4 
一 GT 0 
0 a 
( 2 , 
人 一 0 0 
0 1 
0 Fi 一 4 人 4 
“U12 


所 
( 0 B 
下 0 一 下 | 一 4 4 
—a-1 0 
则 K。 为 斜 对 称 方 阵 ， 且 其 中 元 素 由 玉 中 元 素 的 有 理 分 式 构 
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( 0 Ee 

1% 4 
-ai 0 

| 0 Tt™*) 
为 行列 式 等 于 1 的 方 阵 , 且 其 中 元 素 为 KK 中 元 素 的 有 理 分 式 、 又 . 


由 于 有 理 分 式 的 有 理 分 式 仍 为 有 理 分 式 , 由 归纳 法 假设 , 便 证 明了 
前 一 断言 , 即 证 明了 和 存在 2 阶 实 方 阵 Pi, 其 中 detP1==1, 且 


加 . 0 a) 0 Cs 
PiKP=diag 了 ; 0,*"* ,0 |， 
一 | 0 —ds 0 


其 中 ial{ 写 … 之 [as| 守 0. 所 以 rank(K)==rank(PiKP,)==2s, 又 由: 


(! oe = 
0 ug! 八 -0 0 人 0 oj \—1 of 


所 以 完全 证 明了 定理 ， 证 完 . 
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第 十 一 章 西 空 间 


§ 1i.1 西 空间 
在 这 一 章 ， 我 们 考虑 复线 性 空间 名， 目的 是 将 第 九 章 和 第 十 


章 的 结果 推广 到 复 的 情形 . 
定义 ”7% 维 复线 性 空间 凡 上 定 正 Hermite 的 Hermite 双 线 


性 困 数 称 为 上 的 内 积 . 
在 % 维 复线 性 空间 只 上 了 到 定 内 积 , 记 作 (% B86)， 则 有 
5| 理 11.1.1(Cauchy 不 等 式 ) 在 % 维 复线 性 空间 & 上 取 
定 内 积 (w 8), 则 有 
| (oo 0 全 委 (ao)(8 0)， Va, BER 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 & 和 有 线性 相关 . 
证 5 引进 复 参 数 了 上 , 则 有 ax 十 !CE&, 于 是 
(q+iB,a+tB)= (0,8)+i(g, pb)+t(a, B) 
+|1#t|*(p, Pp)>0,YtEC. 
当 p=0, 不 等 式 | (a, B)1? 达 (a,a)(B,B) 自 然 成 立 ， 当 B 关 0, 于 
是 (B,B)>0. 记 t=z+tvV—1y, (oa DB)=2 二 一 12 其 中 x,y, ,9 


实 。 于 是 有 
(G00) + 2224+ 25+ (z+y) (8B, Bb)>0, 


-站 即 


(8, P)(z+ 08 了 >) 十 (p, 有 ) (ytog gy 2 ) 十 (oa) 


(oO 有 
BB) 2 
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取 z 一 一 7 厅 3 一 一 [ 0， 便 证 明了 |(o D)1 (oo(D,D) 

设 lo p)1= (os0)(pB,B), 取 1=z+V 一 Iy= 一 地 全， 
则 (a 十 1B,% 十 tp6) 二 0. 由 内 积 定 正 ， 所 以 a 十 tB=0， 此 即 a 和 6 
线性 相关 ， 反 之 , 若 有 线性 相关 ,无 妨 设 B= 则 | (9, BB)1?= 
4g, 0) [==1401 (0@) ?= (PB, Bp) (a,g)， 这 证 明了 等 式 成 立 . 引 
理 证 完 . : 

定义 ”在 % 维 复线 性 空间 上 到 定 内 积 (a, B), 则 数值 

: al = (a, %)>0 

称 为 向 量 & 的 长 度 ， 长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 

显然 ,长 度 为 零 的 向 量 只 有 零 向 量 . 

定义 在 % 维 复线 性 空间 ?上 取 定 内 积 (a,B)，、 当 «=0 或 
pp 二 0 时, 我们 约定 同 量 & 和 之 夹 角 为 直角 ， 当 a 隆 0，p 关 0 时 ， 
数值 


~1 | (a, p) | 
allb| 


称 为 同 量 & 和 的 夹 角 、 这 里 约定 cos” 取 主 值 , 即 有 
0 委 0 委 并 /2 

夹 角 为 下 角 时 , 即 当 (4, CD)=0 时 ,我 们 称 问 量 <x 和 有 互相 正 交 , 记 
作 cx hb. 

显然 ,只 有 零 冯 量 才 和 任何 问 量 正 交 ， 

定义 在 % 维 复线 性 空间 上 取 定 内 积 , 则 名称 为 关于 内 积 
(a, pA) 的 丁 空 间或 称 为 复 Euclid 空间 . 

定 尽 在? 维 西 空 间 & 中 取 定 内 积 (% B)， 忠 中 的 基 {%, 0 
“…, 0 称 为 标准 正 交 基 , 如果 

(ai ai 一 0 1 所 1< 7 

有 1,2,… 04 十 站 个 两 两 正 交 的 单位 阿 量 . 


0 = eos 
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下 面 和 实 的 Euclid 空间 情形 一 样 ， 可 以 给 出 Schmidt 正 交 
化 , 即 有 

引 理 11.1.2 设 Bb, Bb,…，p; 为 % 维 着 空间 中 ?7 个 两 两 
正 交 的 单位 问 量 , 则 它们 线性 无 关 , 所 以 7 委 &. 特别 足 中 必 个 两 两 
正 交 的 单位 同 量 必 为 标准 正 交 基 . 

”定理 11.1 1(schmidt 正 交 化 ) 设 忠 为 n 维 西 空间 .在 & 中 
任 取 一 组 基 {pbi， bps, “sy Bn}， 则 在 L 中 存在 标准 正 交 基 {aiyaa， “9 
2%n) ,使 得 \ 
1 一 DO0， 
az: 一 Dai0 十 D2z02， 

站 Qn= bniBit onabzt "bnnbns 
且 bi1>0,: "Cnn>0. 

作为 推论 ,有 

定理 11. 1.2 在 % 维 西 空间 ~ 中 任 取 + 个 两 两 正 交 的 单位 
问 量 ,ao ar， 于 是 7 魏 2。 且 在 8 中 存在 一? 个 向 量 arrb 
… Qn, 使 得 Cary ar yao 为 的 标准 正 交 基 ， 特 别 , 任 取 
单位 同 量 %, 则 存在 一 组 标准 正 交 基 aaz，…a*， 使 得 % 为 指定 
的 第 7 个 基 问 量 %;. 

标准 正 交 基 的 特点 为 : 

定理 11.1.3 设 % 为 关于 内 积 (% B) 的 维 西 空间 . {ciy az， 
… coj 为 二 的 标准 正 交 基 ， 记 


Li 二 
0= > Yj0;, B= > yes, 
1=1 k=1 


(a, BP) = Sz;. 
j=1 
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即 在 标准 正 交 基 下 内 积 的 方 阵 表示 为 单位 方 阵 , 

定义 ”3% 阶 复方 阵 加 称 为 西方 阵 .如果 

UD=DU=1™, 

即 之 = ， 所 有 9 阶 西方 阵 构 成 的 集合 记 作 VC ， 称 为 芋 阶 
西 群 . : 
引 理 11.13 zw 阶 西 群 有 性 质 

(1) 任 取 VUEU (nm), 则 UV.EU(n). 

(2) 任 取 UEU(Cn), 则 Ui=0VEU(n), 又 UU EU (Cn). 

(3) 4 阶 单位 方 阵 IEV(W).。 

(4) 任 取 UEU(n), 央 |detU|==1, 

定理 11.1.4 设 为 n 维 西 空间 ， 内 积 为 (4a, 励 . 任 取 标 准 
正 交 基 {Qi, 92,…,9n}， 再 在 叉 中 任 取 一 组 基 { 人 Oo Bs，,…, Pn}， 使 
得 基 变 换 公 式 为 


nn 
Bi = > jan 1 过? 入 1， 
j=1 


Qi ee dn 

Uns ”Cnn 
则 {1, B2，,…，P。} 为 标准 正 交 基 当 且 仪 当 4 为 西方 泗 ， 所 以 在 
维 西 空间 中 取 定 标准 正 交 基 后 , 则 西方 阵 和 的 标准 正 交 基 辣 
有 一 个 自然 的 一 一 对 应 关系 . 


和 实 正 交 方 阵 类 似 ,西方 阵 也 有 许多 有 用 的 性 质 ， 为 此 ,考虑 
所 有 nx1 复 矩阵 构成 的 复线 性 空间 六, ,在 V, 中 引进 内 积 


TI\ /Yl 网 z 
(7, 9) = | : | : } = >;=2'y. 
\ 


1=1 
Tn dr 


它 对 应 的 非 腊 复方 阵 
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显然 它 是 了 上 的 定 正 Hermite 的 Hermite 双 线 性 图 数 , 且 在 下 。 
中 有 标准 正 交 基 z 


1 9 0 
1 
0 
e1 一 » 9 ©2 一 0 } 9 én 一 0 
0 . 
0 


设 入 为 1 维 西 空 间 ， 它 有 标准 正 交 基 {01, %， "ys Ca 上， 于 息 
中 任 两 向 量 4, 及 出 


1 
有 YN， 
= > tm -一 >| .|=7EV,, 


1=1 


z,/ 
i 
B= DY 二 一 X/ 和 7 。 
了 - . 
Yn 


县 名 中 内 积 (@, 有 有 


(a, B)= > ri7;= (7, y). 


半 f=1 

自然 有 对 应 % 一 >ei, ;二 1,2,…, 

定理 11.1.5 % 阶 西方 阵 有 性 质 

(1) 如 为 % 阶 西方 阵 当 且 仪 当 它 的 % 个 行 问 量 为 V, 中 标准 
正 交 基 ; 当 且 仅 当 它 的 % 个 列 向 量 也 为 V, 中 标准 正 交 基 ， 

(2) 任 给 nxm 复 矩阵 U1, 其 中 mw 二 rn. 设 

DiU=1", 

则 存在 2x (rn 一 mw) 复 矩阵 UV,, 使 得 % 阶 复方 阵 
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U= (UU,) 
为 n 阶 西方 阵 .反之 , nw 阶 西方 阵 的 前 罗列 构成 的 nxm 复 矩阵 太 i 
适合 Ui=1™， 
特别 ， 任 一 单位 列 向 量 能 成 为 一 个 % 阶 西方 阵 的 指定 的 列 同 
量 , 所 以 能 成 为 一 个 % 阶 西方 阵 的 第 一 个 列 向 量 . 
(3) 任 给 mxw 复 集 隆 Vi, 其 中 ;<%w， 设 
要 这 一 To 
则 存在 (x 一 m) x 织 复 矩 阵 0, 使 得 % 阶 复方 阵 
(gn) 
U, 
为 % 阶 西方 阵 , 反 之 , % 阶 西方 阵 的 前 x 行 构成 的 mx 复 人 矩阵 V 
适合 U,VI=I". 
特别 ， 任 一 单位 行 向 量 能 成 为 一 个 % 阶 西方 阵 的 指定 的 行 问 
量 , 所 以 能 成 为 一 个 % 阶 西方 阵 的 第 一 个 行 向 量 . 
定理 11.1.6 任 给 % 阶 复方 阵 4, 则 存在 % 阶 西方 阵 V，U， 
及 % 阶 上 三 角 方 际 T 了 1, 2 阶 下 三 角 方 阵 Za， 使 得 2 及 7, 的 对 角 
元 素 都 非 负 , 又 有 
A=U,T ,= TU,. 
当 44 为 n 阶 非 异 复方 阵 时 ,上 述 分 解 唯 一 . 
定义 在 % 维 西 空 间 多 上 保持 向量 长 度 不 变 的 线性 变换 称 
为 西 变换 . 
定理 11.1.7 西 空间 上 线性 变换 .x 为 西 变换 当 且 仪 当 它 
保持 内 积 不 变 ， : 
定理 11.1.8 % 维 西 空间 和 上 线性 变换 .x 为 西 变换 当 且 仅 
当 它 在 标准 正 交 基 下 的 方 阵 表 示 为 % 阶 西方 了 泗 ， 所 以 在 西 空间 % 
中 取 定 标准 正 交 基 后 ， 则 号 上 西 变 换 和 % 阶 西方 阵 间 有 一 个 自然 
的 一 一 对 应 . 
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定义 设 亿 为 n 维 西 空间 中 子 集 ， 记 
一 {ELV| (gS)=0}. . 
则 二- 称 为 各 的 正 交 补 . 
定理 11.1.9 hs 间 2 中 子 集 全 的 正 交 补 如 "为 的 : 
的 子 空 间 , 且 SC(S)-. 
We 
为 空间 下 接 和 .特别 , 当 本身 为 子 空间 时 , 则 有 
(S+)+=. 
所 以 有 空间 直接 和 分 解 守 = 多 SS+. 
定义 ”对 % 维 西 空间 六 的 子 空间 必 , 任 取 xc， 则 唯一 存在 - 
pt, ve-, 使 得 a=B+y， 于 是 久 到 台 上 的 对 应 gb 为 上 
线性 变换 , 称 为 到 上 的 正 交 投影 . 
定理 11.1.10 设 .x 为 n 维 西 空间 上 线性 变换 ， 记 的: 
象 空间 .wy 人) 二, 则 .为 XX 到 马上 的 正 交 投影 当 且 仅 当 
(A (LR), (id~—A) (2))=0. 
这 时 有 = 二 以 
例 1 设 4 为 22 阶 复方 阵 ， 记 


0 7) 
(0) 
— J!") 0 z * 


如 有 果 4 适合 条 件 
474 =J. 
斌 证. detA=1. 
证 将 4 按 前 1% 行 ,前 % 列 分 为 四 块 
4-( 2 站 
DE 


则 条 件 474 =v 可 详细 写 为 
BC’=0B', ED'=DE',BE'—OD'=I", 
se 290 * 


下 面 用 摄 动 法 来 证 明 det4=1 为 此 , 先 证 明和 祭 阵 方程 ， 
XC'=OX' 
必 有 解 苹 , 其 中 了 为 % 阶 非 异 复 方 了 泗 、 事 实 上 ， 存 在 % 阶 非 寞 复 


方 了 泗 了 了 及 ,使 得 
了 77) 0 
o=z( he 
| 0 0 


其 中 =rank(C)， 代 入 方程 ,有 


X 人 jzP = 1 ,) x 
A 00 =P(, Yd 。 


xo 人 (exe 
00/ \o0 
所 以 7=P- XGO 为 nn 阶 非 异 复方 阵 , 且 必 须 适合 
(, ， (1 , 
了 一 7/。 
0 0 0 0 
显然 取 了 = 了 即 可 ， 这 时 ,=P(Q-')', 它 非 异 , 且 有 XC'=CX' 


这 证 明了 存在 所 需要 的 解 X. 
现在 引进 实 参 数 e>0. 作 22 阶 复方 阵 


BrieX CO 
“(ps) 


此 邑 


D EE 
刚 | 
det (B+eX)=det(BX-!'!-+el)detX 
一 (det 了 )e’ 十 ，…: 
为 的 % 次 复 多 项 式 ( 这 里 用 到 det 民 天 0)， 所 以 至 多 2 个 实 根 . 
因此 存在 无 限 序列 {ey}, 使 得 
1 全 Bl 人 0 
lime,=0, det(B+esX)#0,)=1,2," 
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人 
BieyR OC 
det 4。 .= aet( Te ) 
7 已 b 
( 1 7 站) 
= Get 
—-D(B--eX)! 1 D EF 


del B+-+e;X C 
— de 
( 0 p_DOBte -iC) 


注意 到 BC' =CB'XC' =CX 所 以 
(Be;X)C0' =C(B--eyX)'. 
因为 det(B--ey 耻 ) 关 0, 所 以 有 
| (BreyX)-':0=0'(B'+e,X’)-, 
代入 ,有 
det4e ,=det(B’+e;X')det(E— DO (B'+eyX')-) 
=detfH(B’+e,X’)— DO'] 
=det(EB'—DO'+eBX’) 
~—det(I+ehX’). 
双方 取 ;>00, 便 有 detA4=det7=1. 证 完 . 
注意 , 如 果 限 制 4 为 22 阶 实 方 阵 , 自然 也 有 det4=1. 
下 面 在 4 为 22 阶 实 方 阵 的 情形 , 给 出 比 上 面 更 简单 的 证 明 . 
畦 点 是 用 复方 阵 的 技巧 来 处 理 实 方 阵 . 
例 2 设 4 为 272 阶 实 方 阵 , 且 有 474 =J, Wdct4A=1., 
证 法 一 令 
4,=47+J4=( 2 本 | 0 ,+( 0 ,XD 了 
Dw 站 —I 0 一 OMNDE 


和 


即 


4 sp D 一 C 


D 一 C 5 人 ( P 2 ) 
\_0 Pj 


| 
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考虑 2n 阶 西方 阵 


v=_ 1 (7® w\/ 一 17 
V2Vmw Vir 
则 由 P,@ 为 nw 阶 实 方 阵 , 又 


40= 半 P 一 /二 1 | rr I ) 
“\PHVTTQ -vi 人 和 八 Vi vu 


了 一 /一 19 0 
-| 0 PTIQ 


detAo=detUAoU’=|det(P+M—10)|:>0. 


所 以 


而 
A’=(AT+JA)A’= 4J4 -+JAA’=J (I AA’). 
人 有 
det4udet4= det(T +-AA’)detJ =det(I+A4A’)>0 
这 是 因为 detJ =1,44' 宇 0， 所 以 1 十 44’>>0. 这 证 明了 detAo> 
0, 且 detA= (detA40)-!idet(1 十 44')>>0. 但 是 由 4J4'==J， 所 以 
(det4)* 二 1. 这 证 明了 det4=1. 证 完 . 
证 法 二 今 口 为 如 上 2n 阶 西 方 阵 ,而 | 
a 
2\I ihps -- /二 17 Mil 
Bi+-/—1D CA 一世 \ i I 
\ DB 一 /二 iDP C 一 /二 1 人 二 11) 
_1/ Bi+R+VTID-0) BEB+V/TICD+O) 
2\B-B—VTID+C) BE 一 二 iD 一 ‘0} 
由 于 B,C,D,B 为 % 阶 实 方 阵 , 所 以 有 


| 


了 
2 
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_rymy ¢ 
r-I41=( 7 5) 


2p= BFHAVICOD 0), 20=B-E+V-ID+O). 
由 4 二 DTU, 4J 4' 二 J 所 以 有 DTUJTT'U=J, 即 有 TCUIJD)T 
=(Uvy7 D). 附 


0 (I 0 -i(! ) 
0 ^/ 一 ]7 0 一 7 


其 中 


所 以 有 
人 Je p) 4 7) 
此 即 
—Q0'=1, PQ'= QP. 
于 是 PP'=1T+QQ' 守 0, 即 有 detP 关 0, 而 


PO z J OPQ 
detA= det7= ac。 六 det( op， 7 人 可 巨 ) 


-det( 2 六 det det(P— YP- 10). 


代入 有 
detA= det (PP’— QP-'QP’')= det(PP'— 90')= detI=1., 


下 面 一 个 例子 也 是 一 种 标准 技巧 ， 

例 三 设 4 为 22 阶 西方 阵 , 且 有 4J4 = 二 J, 其 中 J= ( ,0 
则 4 称 为 辛 方 阵 . 所 有 22 阶 辛 方 阵 构成 集合 S2(2)。 试 证 ; 

(1) VA, BESp(n), MN] AB, A“'E SP (n). 

(2) 任 取 AESp(n), 则 存在 PESp(n), 使 得 
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P’AP= diag(ei®!, ,ein en CE 


其 中 i=~v 一 1 .特别 det4=1， 

证 ”由 定义 ,(1) 显 然 成 立 , 下 面 证 (2). 

设 AESp(n), 即 有 44'=1% ,4J4= 二 J. 设 a 为 4 的 特征 
根 , a 为 4 的 属于 特征 根 4 的 特征 向 量 , 且 a 为 单位 癌 量 , 即 有 

Ag= aa, |&|=1. / 

由 4J4'=J, 所 以 AJ4'4=J4, 即 有 4J=JA. 记 p= 一 Ja, 

则 有 四 
4p8= 一 4J5= 一 J4a= 一 5715=50. 


又 
18|=V(B,P) =~vVPB =v Oa) =vVEIT Ia 
一 /ai'w 一 |a| 一 1 
擂 以 有 为 属于 特征 根 5 的 单位 特征 问 量 . 


-为 方便 起 见 ， 仍 用 了 及 4 表示 Fa 上 线性 变换 ， 使 得 它们 在 
> 中 标 崔 基 下 对 应 之 方 阵 表示 分 别 为 了 及 4 今 
(a, PB)=a, B=a( —Ja)=—a Ig=0, 
所 以 aa HA 于 是 % B 为 Vs 中 2 维 子 空间 只 的 标准 正 交 基 ， 由 
于 
$V, = RODRT, 
下 面 证 明 入 及 名 都 在 了 as。 上 线性 变换 4 作用 下 不 变 , 即 有 4 各 
CH 43HC%i. 再 证 明 7 而 C%, 7 而; CH 事实 上 , 任 取 委 | 中 
问 量 é= C0+ oep= eG— ca, 其 中 c!，cs 为 复数 ， 于 是 由 J 二 
-Te TI 一 JTJ=7ceo 有 
AE=c1An+c,AB=acgi+acpbEeN, 
JE=JT(010— CJ) J Od 50— 6 PEN, 
这 证 明了 ACR JRCR. 
再 任 取 ERi， 于 是 (a 97)=770=0， (pb, =7B= 
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-9'(va)= 一 IJa=0, 即 有 
万 "ax 一 0,7 va=0. 
为 了 证 4(R1) CRI, 只 要 证 (47 ) "ac=0, (4n)'Ja=0. 事 实 上 , 由 
A' 二 A-!: 及 AJ 一 J4', 所 以 有 - 
(47 ) cx 一 94a= 丰 4 = 1( 二 a)= 二 Ja 一 0， 
(An)’Ja=7 A Ta=7 (A'T )a=n'( 4’)a 
=~n’'JA-'ia = 二 7'Ja=0 
为 了 证 J(Ri) CRI, 只 要 证 (J#)4=0, (J 人 )'Ja=0. 事 实 上 
(TH ) /ao 一 1 va= 一 II Ja 一 0， 
(JJ 万 ) Ju 一 太太 7 一作 0 一 0， 
至 此 证 明了 断言 . 
现在 对 维 数 作 归 纳 法 .因此 证 明了 在 了 中 存在 标准 正 交 基 
Qi Cn i= 一 J 91,…, Br 二 一 J& ,使 得 
Am;= ayay, APj;= tps, lI <n. 
由 于 4 为 四 方 阵 ,特征 根 的 模 为 1 ,所 以 
0 一 ef 1< 巡 7) 
作 22 阶 男方 阵 
P= (aa 局 pp ) 
我 们 来 证 PESp(n). 事实 上 ,由 了 = 一 7 有 
0 I f 
PJP' 一 (al an pp 人 0 
一 (一 有 一 8 aa) 
一 (Jp 一 wy do, )P!’ 
=J (00 Pi:Bn)P’ 
=JPP’'=J. 
此 即 PESp(n). 再 
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P’'AP-=-=-P’ A(Qg 0, 局 
=P'(Ag:.… A%, AG...AB,) 
=P’(aara,o, dP, DO) 
一 天 (ac BrP )diag(gy, ,ans 1,", Gn) 
--diag(a oa， 可 5)， 加 


:这 证 明了 (2)、 这 时 显然 有 det4 =1. 证 完 . 


习题 11. 1 


1， 习 题 9. 1 中 哪些 可 以 推广 到 复 的 情形 


2， 记 oO=exp2 纪 一 “， 试 证 ， ni 阶 复 方 阵 


1 
了 0 半日 中 cn 


1 Cl ww cn 1)? 
-为 西方 阵 . 
3， 试 证 : 任 一 二 阶 西 方 阵 忆 必 可 分 解 为 


v= 0 X COST A 0 ) 
0 eH/\—sint Cost/\0 et 
其 中 91,05,60s,94, r 都 是 实数 
4， 记 罗 为 所 有 ?8XM 复 和 矩阵 构成 的 wm 维 复线 性 空间 ， 任 取 %wXm 复 捧 


措 4， B， 试 证 : 
(4,B)=trAB! 


为 8 上 内 积 ， 并 求 出 一 组 标准 正 交 基 . 


§ 11.2 在 西 相似 下 复方 阵 的 标准 形 
定义 阶 复方 阵 4 和 五 称 为 酉 相似 的 , 如 果 存在 4 阶 西 方 


铂 忆 ,使 得 
B=UAU-!=UAV". 
显然 西 相似 为 等 价 关系 . 
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定理 11.2.1 7z 阶 复方 阵 4 本 相似 于 下 (上 ) 三 角 方 阵 


G11 
B= * “。 是 
Gni "'* Gnn 


其 中 对 角 元 素 为 复方 阵 4 的 所 有 特征 根 . 

注 由 于 复方 阵 的 特征 根 都 是 复数 。 所 以 这 个 定理 的 证 明 比 
定理 9. 2.1 的 证 明 要 简单 .这 也 可 以 看 出 ,处 理 复 的 情形 ,往往 比 
处 理 实 的 情形 简单 . 

下 面 进一步 考 虚 一 些 特殊 的 方 阵 在 因 相 似 二 的 标准 形 , 

定理 11. 2. 2(Schur 不 等 式 ) 记 4 Xs 为 阶 复方 咱 4 的 
1 个 特征 根 , 则 有 不 等 式 


S| 41?<trAA. 
了 一 1 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 复 方 阵 4 适合 条 件 
AA'=A'A / 

这 类 方 阵 称 为 复 规 范 方 阵 , 或 简称 为 规范 方 阵 . 

注 同样 ,这 个 定理 的 证 明 比 定理 9. 2. 2 的 证 明 简 单 ， 

定理 11.2.3 % 阶 复 规范 方 阵 4 西 相似 于 对 角形 

B=diag(hd,,.*, 4;,), 

其 中 4，…，4r 为 4 的 所 有 特征 根 ， 所 以 规范 方 阵 4 在 西 相似 下 
的 全 系 不 变量 为 4 的 所 有 特征 根 . 

定理 11.2.4 % 阶 西方 阵 U 西 相似 于 对 角形 

B=diag(eV 1,..., ev 1), 

其 中 0<0, 夺 … 志 0,<27z. 所 以 西方 阵 的 畦 征 根 的 模 为 1 ， 且 西 大 
阵 品 在 西 相似 下 的 全 系 不 变量 为 0 的 所 有 特征 根 ， 

定理 11.2.5 7n 阶 Hermite 方 阵 吾 西 相似 于 对 角形 

diag {41,**, A,), 
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其 中 九 宇 和 4 宇 … 汪 思 都 是 实数 ， 且 为 是 的 所 有 特征 根 ， 所 以 Her- 
mite 方 阵 的 特征 根 都 是 实数 , 且 Hermite 方 阵 在 西 相 似 下 的 全 未 
不 变量 为 它 的 所 有 特征 根 ， 
定理 11.2.6 2 阶 鲜 Hermite 方 阵 盏 本 相似 于 对 角形 
diag(V—11, ,MO—14,): 
其 中 儿 之 机 之 … 宇 ,都 是 实数 ， I. ,MM 一 14,。 为 的 所 有 
特征 根 、， 所 以 斜 Hermite 方 阵 的 非 零 特 征 根 都 是 纯 虚 数 ， 且 者 
Hermite 方 阵 在 西 相似 下 的 全 系 不 变量 为 它 的 所 有 特征 根 ， 
引 理 11.2.1 设 & 为 % 维 西 空间 ,ob 为 && 上 线性 变换 , 则 它 在 
太 的 不 同 标准 正 交 基 下 对 应 的 方 阵 表示 互相 西 相 似 ，. 
定理 11.2.7 设 (a, PB) 为 4 维 西 空间 8 上 内 积 . 任 取 线 性 函 
数 了 , 则 在 & 中 唯一 存在 向 量 ay， 使 得 了 B) = (ar B), YPER， 县 
对 应 三 "xy 给 出 了 对 偶 空间 8* 到 中 上 的 线性 同 构 . 
定理 11.2.8 记 (Q, 有 fA) 为 7 维 西 空间 上 的 内 积 ， 设 .Ll 为 8 
上 线性 变换 任 给 Be&， 则 线性 函数 ja) = (x(a, 8), YaER 只 
一 决定 守 中 间 量 py, 它 只 与 :以及 有 关 , 改 记 为 LL*(B), 即 有 
(A (a),B) = (a, A* (BP)), Ya, BER. 
则 局 一 (5) 为 上 线性 变换 , 记 作 .ex*, 称 为 的 共 叔 变换， 在 
n 维 西 空间 中 取 定 标准 正 交 基 {Qi, 2,…, 4}， 记 线性 变换 以 对 
应 的 方 阵 表 示 为 4, 则 共 辊 变换 以 * 对 应 的 方 阵 表示 为 A 
定义 记 (%，B) 为 n 维 西 空间 R 的 内 积 . Q 上 线性 变换 称 
为 规范 的 (本 的 ,Hermite 的 , 斜 Hermite 的 )， 如 果 有 .gg* 一 .br 
A Adt dt =id d= d+ 二 = 一), 即 有 (Cf (0) ,dl (PB)) 
= (A (dj (PB) (A (0a), A (PB))=(0,B)、 (A (a), Bb) = 
《ay E(B)), (oa PB) a, AB))=0, Va, BER. 
所 以 定理 11. 2. 3 到 定理 11. 2. 6 可 改写 为 
定理 11.2.9 记 (a，B8) 为 呈 维 西 空 间 & 的 内 积 ， 好 为 又 上 
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线性 变换 ， 则 有 为 规范 变换 当 且 仅 当 在 吕 中 存在 标准 正 奖 基 : 
{0%1，,… an 使 得 
of (ai) 一 40 7 一 1 2 

其 中 4 …， 4, 为 复数 ， 于 是 .oz 为 酉 变换 当 且 仅 当 =e ,1 二 
7 去 好 地 为 Hermite 变换 当 且 仅 当 4 ，…，4 都 为 实数 ;地 为 斜 - 
Hermite 变换 当 且 仅 当 4 ，…4. 都 为 纯 确 数 或 才 . 


习题 11. 2 


1。 习题 9. 2 中 于 些 可 以 推广 到 复 的 情形 , 
2。 设 4 为 % 阶 规范 方 阵 , 它 的 ww 个 特征 根 
Aj=a;y+~MV—1lb;, 1<j<n, 


其 中 ca， Di …， br 为 24 个 不 同 实数 ， 试 证 : 者 < 为 方 阵 4，B= 


] 4 1 i _ < 本 和 三 和 
2 (4 十 3)，0 一 = 了 (4 一 3 中 某 一 个 方 阵 的 特征 册 最 ， 则 必 存 在 复数 
= 上 十 必 一 12， 共 中 凡 ，7 为 实数 ,使 得 


Ac=ia, Ba=1ua, Ca=yva. 
3， 设 4 为 斜 Hermite 方 阵 ， 试 证 : 了 = (I 十 4) (7 一 4 为 西方 阵 ,， 且 
畦 征 根 不 等 于 一 I 反之， 设 % 阶 西方 阵 吕 的 特征 根 不 等 于 一 1, 则 
K=(1—0) (+tU)! 
为 笠 Hermite 方 阵 ， 这 种 关系 称 为 Cayley 变换 . 
4. 任 取 at0C"*， 试 证 存在 % 阶 实 正 交 方 阵 0 ,使 得 
(Da)’'= (he 9 一 一 142e i’, 0,.., 0), 


(0Oa)' 一 ev 190 一 110， 0)， 
其 中 44 之 4 之 0. 
5， 设 4 为 n 阶 规范 方 阵 , 4 的 模 最 大 的 特征 根 为 4,、 模 最 小 的 特征 根 : 
为 4,。 设 品 为 nz 阶 西方 阵 , 且 det (4o4 一 U) ==0、 试 证 : 
(2A liA 
6， 记 4 为 n 阶 复方 阵 ,及 = 志 (4 十 于),K= 方 (4=U). 记 a,h8 分 中 
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为 4, 万, 尼 中 元 素 的 最 大 横 ， 记 4=p 十 MV 一 1c 为 4 的 转 征 根 , 其 中 2c 为 
实数 . 蕊 证 ; 

i4l<na, i125|nh, lc |rnk. 
以 此 来 证 明 Hermite 方 阵 及 斜 Hermite 方 阵 , 西 方 阵 的 特征 根 分 别 为 实数 、 
纯 虚 数 及 模 为 1] 的 复数 ， 


7. 记 4 为 n 阶 复方 阵 ,万 一 地 (4 十 有 ) ,一方 (4 一 A')， 记 4， 4， 
… 4 为 4 的 n 个 转 征 根 ， 试 证 : 


SARAA, > Re)) :<AHAH', 
j=1 j=1 
jm AD)) EUuKF,. 
1=1 
日 其 中 有 一 个 等 式 成 立 当 且 仅 当 4 为 规范 方 阵 ， 当 且 仅 当 三 个 等 式 同 时 
成 立 . 
8， 设 zr 阶 西方 阵 5 为 复 对 称 方 际 S=S， 则 人 5 称 为 西 对 称 方 阵 . 
试 证 : 
(i ) S 实 正 交 相似 于 对 角 方 阵 diag(e i901 ,e108)。 
(ii ) 存在 西方 阵 品 使 得 S=UU' 
(iii) 存在 实 对 称 方 阵 5,, 使 得 


Ek eo 
Sl > 

(iY) 和 任 一 西方 阵 必 可 分 解 为 一 个 实 正 交 方 阵 和 一 个 西 对 称 方 阵 和 的 彝 
各 ， 试 讨论 它 的 只 一 性 ， 

(V) 任 一 西方 阵 实 正 交 相抵 于 对 角形 . 

9， 久 阶 Hermite 方 阵 O 称 为 正 交 Hermite 的 ， 如 果 它 还 是 复 正 交 方 
穆 , 即 有 00' 一 0'0 一 I， 试 证 : 

(i)》 正 交 Hermite 方 省 0 实 正 交 相似 于 标准 形 


diag 3 om) “ 
— /or ai 一 人 /一 10。 人 了 


1 一 1 一] )， 
其 中 Gis 0 bs 都 是 实数 , 且 0 之 … 之 Do 全 0 叉 4; 二 土 v 1 十 03， 了 < 
30 。 


ELE, 


(ii) 正 交 Hermite 方 阵 O 必 可 分 解 为 一 个 实 正 交 对 称 方 阵 4 和 一 个 实 
斜 对 称 方 阵 牙 定义 的 % 阶 方 阵 


ww 二 了 天 - __ 1772 12 
e - 吉 KD 
之 来 积 
0 一 4e 14 
其 中 4 玉 = 开 4,42 一 700， 试 讨论 分 解 的 唯一 性 . 
(iii) 任 一 复 正 交 方 阵 0 必 可 表 为 
O=4ev -ie， 
其 中 4 实 正 交 , 实 斜 对 称 . 试 讨论 分 解 的 唯一 性 . 
10， 记 21 有 阶 方 阵 


eins(( oo 
—1 0 (i 0 
设 22 阶 Hermite 方 阵 训 适 合 
HJ=JH. 
则 有 
(i) 车 wa 为 吾 的 属于 特征 根 4, 的 转 征 向 量 , 则 ye 为 Hermite 方 阵 豆 
的 属于 转 征 根 4, 的 特征 向 量 . 
(11) 万 的 转 征 根 必 为 重 根 ， 记 作 41， /1 "sp pp 4 其 中 A 
A 且 互 酉 相似 于 对 角形 | 
A=diag(A1'% ， A‘? ). 
又 存在 西方 阵 吕 使 得 五 =UVAD',VJ=JU. 
(iii) 22 阶 复方 阵 4 著 适合 47 =J4, 则 存在 西方 阵 U ,适合 UJ =JV，。 
且 0D'4U 为 上 三 角 方 阵 . z | 


§11.3 Hermite 型 的 分 类 
定义 2 阶 复 方 阵 4 和 B 称 为 复 相 合 的 ， 如 果 存 在 % 阶 可 族 
复方 阵 了 ,使 得 
B=P' AP. 
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5 引 理 11. 3.1 复 相 合 为 等 价 关 系 . 
显然 Hermite 方 阵 ( 斜 Hermite 方 阵 ) 在 复 相合 下 仍 变 为 
”Hermite 方 阵 ( 斜 Hermite 方 阵 )， 
定理 11.3.1 任 --Hermite 方 阵亡 在 复 相合 下 的 标准 形 为 
diag(1‘®™, —1(r-?), 0), 
其 中 7 二 rank (五 )。， 数值 
oe(H)=7—(7—?)=27—? 
称 为 五 的 符号 姜 , 它 是 标准 形 的 迹 , 也 是 五 的 正 特征 根 个 数 减 负 转 
征 根 的 个 数 . 
引 理 11. 3.2 (witt 定理 ) 给 定 z 阶 Hermite 方 阵 鼠 和 加 
阶 Hermite 方 阵 于 和 HH, 设 妃 ， 克 ;,， 互 :都 非 异 ， 且 2 十 么 阶 
Hermite 方 阵 


(5 7? ) (% ， 
1 0 也， 
互相 复 相合 , 则 石 ; 和 五 ; 互相 复 相 合 . 

定理 11. 3.2( 惯 性 定理 ) 两 个 % 阶 方 阵 


fC?) 0 0 了 2) 0 0 
‘| 一 大 "9) | 一 7TG79 | 
0 0 0 0 0 0 


复 相合 当 且 仅 当 = s，2 一 9. 所 以 4 阶 Hermite 方 阵 在 复合 下 的 
全 系 不 变量 为 它 的 秩 和 符号 差 

运用 上 面 理 论 , 可 给 出 Hermite 型 的 标准 形 。 已 知 Hermite 
型 可 表 为 : 


p(7) 一 > qr 一 0 Ha, 


.其 中 
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Hy 。 . 
we “ee Cnn 


为 Hermite 方 阵 . 作 坐 标 变 换 

pg $=1,2, ,Ry 

j=1 
其 中 
P=(p;;) 

为 % 阶 非 元 复方 泗 。、 十 是 可 写成 x==Py. 因 此 

p(x)=r Hi=—y (PUP)Y. 
所 以 同一 Hermite 型 关于 坐标 ?，y 分 别 对 应 Hermite 方 阵 为 还 


和 PHP, 即 它们 互相 复合 ， 所 以 定理 11. 3.1 给 出 了 
定理 11, 3.3 任 给 Hermite 型 


p(x) 一 >, QiTy, ij = jis 
tf =1 
则 存在 1 个 独 耻 未 知 数 1s "Sn 的 非 异 线性 变换 
i = > pisyy, =],2,.", 7 
1 


使 得 g (7) 变 为 % 个 独立 未 知 数 1,…,9; 的 Hermite 型 


py)= > [一 之 ，| 扩 | 
j=1 / 


j=P+1 

上 面 定 理 的 证 明 ， 和 8 10.1 完全 类 似 ， 所 以 我 们 略 去 证 明 .， 

例如 ,关于 配方 法 , 即 矩 阵 打 洞 技巧 ， 可 以 写 出 如 下 ; 设 五 为 % 阶 - 
Hermite 方 阵 ， 将 它 按 前 s 行 、 列 分 块 为 


g(a re) 
Hi, Has). 
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假设 set 了 天 0, 其 万 11 为 8 阶 非 蜡 Hermite 方 阵 ， 则 有 


人 (可 2 i 
0 1 Hi» H,, 八 0 I 
/了 0 Hi 0 
-gp ha Hs— HisH'~1H,, ) 


-( 0 
0 万 ?一刀 2 万 ii 五 ,。/。 


定义 ” 双 % 维 复线 性 空间 名 上 Hermite 双 线 性 函数 不 称 为 非 退 
化 的 ,如 果 由 h(a,&%) 一 0, 可 推出 &=0. 
下 面 给 出 非 退 化 Hermite 双 比 性 函数 的 标准 形 ， 由 8 8.1 可 
知 ; 在 & 中 取 定 基 {a ca， 则 Hermite 双 线 性 函数 有 坐标 
表达 式 
h(a, 0) 一 2 Ay, 
其 中 


有 (ai Qi) 1 ha, 0) 2 fy 
4= : : z | -人 | } 
上 AC 天 (Q wa) 网 y, 
o= Oz B= Oy, 
1=1 1=1 
而 4 为 n 阶 复方 阵 ， 于 是 记 


_1 本/ Tv 7 
Hi=5(4+A), 责 : 一 二 天 (4 一 五 ) 


则 肪 ,如 为 % 阶 了 ermite 方 阵 , 且 
A=H,+~vV —1H,. 
又 在 护 中 为 取 一 组 基 {B6,…, Bb,}， 记 基 变换 公式 为 


Pi 
fi; = > Dri = 1, 2,.., 1， 
E=]1 


区 
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为 n 阶 非 异 复方 阵 ， 记 
/pp … pp) 
Bi : : 
(8 Bi) … hPa, Ba)f 


叉 
a= > up b= 29s 
了 一 1| j=1 
则 有 
h(a, Bp) 一 2 Bo. 
于 是 
1 sz, pf/l pT 
二 (B+B)=P( (4+2) )B, : 
1 zB/ _p/._1 __ 7 
i 
因此 记 ? 阶 Hermite 方 阵 
zy _ lp,g , 
人 一 本 (BT )， 好 2 一 二 了 (2 一 已) 
则 有 
Hl,=P'H ,PB, H,=P’'H,P. 
而 


B=H+-~vV—1f,=P'HP+ Vv—1P'H,P=P’'AD. 
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起 1 _ “|. 


1. 


由 此 可 见 , 所 谓 Hermite 双 线 性 函数 化 标准 形 问题 , 即 为: 给 
定 % 阶 Hermite 方 阵 偶 (Hi, 了 H,)， 导 找 %n 阶 非 异 复方 阵 己 ， 使 得 
(已 克 CPP 万 5) 为 标准 形 . 

引 理 11. 3.3 在 % 维 复线 性 空间 中 取 定 基 , 则 Hermite 双 线 
性 明 数 和 (a, 8) 非 退 化 ， 当 且 仅 当 它 决定 的 %w 阶 Hermite 方 阵 偶 
(H1, 五 ;) 有 :由 

4 Hz=0, zwH,z=0 

可 推出 Zz 一 0. 

证 今 hla,P)=z'H1y9+M 一 1z'H29. 由 定义 , h(a,B) 非 退 ， 
化 当 且 仅 当 由 2(c,a) =0 可 推出 a=0, 即 由 

2 万 元 十 /一 1z/ 再 2 一 0 

可 推出 z=0。 由 于 x' 且 ,/z，x' 上 2x 都 是 实数 ， 此 即 由 x'H1,z=0， 
x Hz 一 0 可 推出 x 二 0. 证 完 . : 

定理 11.3.4 设 昌 ;和 右 ; 为 n 阶 Hermite 方 阵 . 适 合 条 件 : 
设 zoE0", 且 由 x6H150=0, x4H250 二 0, 则 可 推出 zo0=0. 于 是 存在 
n 阶 非 异 复方 阵 书 ,使 得 

BP'H P=diag(1‘™, 一 7(-2) 0) 
P'H,P=diag (A, 4 十 TD) 

其 中 4 4,,…, 4. 为 实数 ， 

证 由 定理 11. 3.1, 存 在 %* 阶 非 异 复方 阵 已,, 使 得 

PiHP,=diag(1®?, —1‘-?), 0). 


记 
Bip (sy 站 A=4', D=D'. 
Bb DD 
于 是 任 取 %* 阶 非 异 复方 阵 
P;,=diag(1'™, P;,) 
则 有 
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PiPiHPP,=diag(I®,—1(-?), 0), 
4 BP, 
BB' PiDP, ) 
由 定理 1] 3,1, 存 在 % 一 7 阶 韭 异 复方 阵 Ps, 使 得 
PsDP;s=diag(T®,—1-®, 0). 
于 是 在 复 相合 意义 下 ,无妨 设 
H,=diag(1?), —1("-?, O02-"), 
A 万 B, BB, 
1 1 84 0 0 
到 0 一 re 0 
Bs 0 0 0 
设 5 二 Rn 一 7, 取 zo 二 en 二 (0,…,0,1), 则 有 
roH ,zo =0, roH ,zo = 0. 
这 各 条 件 zo 二 0 刻 盾 .所 以 证 明了 ss 二 7 一 7. 设 1g 过 rn 一 r, 于 是 
0 一 s 一 4<<2 一 7. 这 时 任 取 


piPiiP iP,=( 


DT) 
Xo 一 (9， 1y CO", 
B's-a1) 
则 有 roHizo=0, xoHzo=% 06—pPB 


取 G 一 (], 0,….， 0) EO", p= (1， 0,...,0) 和 人 9， 则 有 
roH ,z=0, roH.xzo=0 
这 又 和 条 件 zo 二 0 下 盾 ， 因此 证 明了 ?=0 或 =2 一 7. 即 
Hi=diag(f'?, —1"-?) 0). 
4m 8B 
.= (4 ). 
BB +l" 


[7D 0V_/ 7Tm 0 
一/ 石 ， 加 = HH, 
TB J Bb 了 


作 复 相合 
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中 


{I OV I ON 14m 0 

Gp D(a oo 7) 
这 样 一 来 , 问题 化 为 将 diag (1 ， 一 I-?) 和 4i" 在 同一 复 相合 
下 化 为 对 角形 ， 换 名 话说 , 问题 化 为 =? 的 情形 ， 即 在 复 相 合意 
闵 下 无 妨 设 % 阶 Hermite 方 阵 豆 , 非 寞 . 
设 右 | 和 右 ; 为 % 阶 Hermite 方 阵 ， 有 是 detH 尖 0 滩 虚 多 
项 式 : 

det (AH1— H;,)=detH,det(AI— Hi'H,). 
任 取 一 根 加 , 则 存在 0 了 an&0", 使 得 
ioH gn = Hyon. 

今 由 det 刀 ;天 0 可 知 且 as 二 Bs 关 0. 且 无 妨 取 ss， 使 得 B; 为 单位 
回 量 . 于 是 在 0* 中 存在 标准 正 交 基 PB!，p,，…，p..。 由 6; p= 
B; HiGn=0, 所 BB Hon 一 0, j= 二 1,2,…,n 一 4. 这 时 PB1,…, Pr-1， 


a 线性 无 关 ， 事 实 上 ,车 线 性 相关 , 则 有 as = 了 a;Bj. 于 是 


| 、 
Hi = > TB HG =0, 1=1,2. 
J=1 z 
由 条 件 可 知 wu=0, 这 和 an 天 0 夏 盾 ， 所 以 
Pu 一 (OP ian) 
为 % 阶 非 异 复方 阵 . 而 
BiH .Pp …， 0 万 ;0 Bi 万 ;an 
PiHiPo=[ i 加 
站 Bn-1iHiB! »* Ba 
Gn Hh “Gn Hb- a Hdn 
由 B87 HQ, 二 0, 1 二 1,2,7 二 1,2,…% 一 1, 所 以 证 明了 
(Hn-1) 0 | 
pip,=( | 1 二 1], 2. 
0 a Ha, /’ | 
ee S09 。 


仿 det 及 1 关 0, 所 以 det 反 , 关 0. 由 归纳 法 , 便 证 明了 存在 % 阶 非 异 复 
方 阵 %o, 使 得 
/4 


| 
en 和 3 20 ， 1 
Hn 本 oa 1/ 


由 于 YoH; Yo 是 Hermite 方 阵 ， 2 二 1,2, 所 以 Hisg vs Hns Yi" Yn 
为 实数 ， 由 detH 隆 0， 再 用 一 个 置换 方 阵 作 复 相合 , 从 而 无 妨 设 
Hi 之 之 Lp0 之 Hpt! 之 "之 Kn. 上 髓 用 


1 1 I 1 
tig (Tr Ti Tr TE) 
作 复 相合 , 便 证 明了 当 五 | 非 异 时 , Hermite 方 阵 偶 及 ,, 于 ;在 同一 
复 相合 下 的 标准 形 为 国 
diag(Z2) ,一 7(2-2))， diag(di,:…, Mn). 
至 此 完全 证 明了 定理 . 
定理 11.3.5 设 &(oD) 为 2% 维 线性 空间 马上 非 退 化 Hermite 
双 线 性 消 数 ， 则 在 中 存在 基 {Bi, AP, …, 0) ,使 得 


h(&, Pp) = a Dlapy, 1p. ) 


- UV 一 14;) x FT pe 1 + /14) ry; 
了 一】 yy = 了 十 


十 一 1 1 之 tj 


证 今 在 & 中 任 到 一 组 基 wo yaw 则 
ha, B) = Ds, aan) = 1 (Ht MIA) 
1=1 上 二 | 
由 非 退 化 条 件 ， 有 人 五, 一 0， 4 Hn 二 0, 则 | 4 二 0, 由 定理 11. 3. 4 
存在 基 {B1,…, 6,} ,使 得 


” 3140。 


和 


h(a, p) = (> rsp, > yb ) 


To 0 0 i! “\0 
0 1 EN ) 
NO 0 0f 0 +1/ 


=z'diag((1 FV lh >» 1 w\/ 一 14)，( 一 1+V 一 1! 14p:1， 
.一 1 十 /一 14,), tvV—1Dy 


y. 


! 
一 浅 


»p 
= > ( 1 十 /二 1 4 7 全 7 可 十 3 (- 1 十 /一 1 A) wy 
1=1 


j=P+t1 


士 扩 一 工 bp Ty¥y. 


下 面 在 % 维 复线 性 空间 8 上 考虑 复 对 称 双 线 性 函数 f(a, P). 
于 是 有 : 
-定义 设 f(a,B) 为 n 维 复线 性 空间 上 对 称 双 线性 函数 , 则 
于 (a, a), YaER 称 为 复 二 次 型 . | 
显然 ,在 % 维 复线 性 空间 2 中 取 定 一 组 基 {Qi,%,…,%,}。 记 


二 之 ,2jah 则 复 二 次 型 
1 二 1 


(aa) 一 2 Sz, 
其 中 心 为 复 对 称 方 阵 : 
[人 cap) 
心 二 : : 7 一 | : 
f(s ai) … 本 上 
定义 n 阶 复方 隆 4 和 B 称 为 相合 的 ， 如 果 存 在 郊 阶 非 异 复 
方 阵 了 ， 使 得 
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B=P'AP 
5 引 理 11.3.4 相合 为 等 价 关 系 ， 
证 明 由 直接 验证 可 知 . 
显然 , 复 对 称 ( 复 斜 对 称 ) 方 阵 在 相合 下 仍 变 为 复 对 称 ( 复 斜 对 
称 ) 方 阵 , 且 当 方 阵 全 为 实时 ,相合 即 为 实 相合 ， 由 此 可 知 , 从 实 的 
情形 推广 为 复 的 情形 , 出现 两 种 类 型 : 一 是 复 相合 , 一 征 相 合 . 从 . 
结果 玉 看 , 复 相 合 是 实 相 合 的 自然 推广 ， 而 相合 并 不 是 : 实 相合 的 二 
然 推 广 , 事实 上 ,我 们 有 
定理 11.3.6 zn 阶 复 对 称 方 阵 5 必 相 合 于 标准 形 
diag(1‘", 0) / 
其 中 7? 二 rank(S)， 所 以 3 阶 复 对 称 方 阵 的 秩 为 它 在 相合 下 的 全 
系 不 变量 : 
证 用 定理 10.1.1 的 第 二 个 证 明 可 知 ,存在 阶 非 异 复方 阵 : 
P,, 使 得 
P'SP,=diag(I®,—1-?), 0). 


取 
P=Pdiag(I?, M17 7-")), 
则 有 | / 
PSP=diag(1'",0). 
证 元 . 
作为 推论 , 我 们 有 


定理 11.3.7 设 p(o) 为 n 维 复线 性 空间 8 上 复 二 次 型 ， 则 
在 ~ 中 存在 一 组 基 bi, bs:, "ys Bn, 使 得 
ro 


和 定理 10. 3. 1 一样 可 证 
定理 11.3.8 对 阶 复 斜 对 称 方 阵 五 , 则 存在 2 阶 非 异 复方 


e。 3]2。 


阵 P, 使 得 


) 。 0 0 0 ds 
P'KP=—diag ,2 0 0 
一 到 1 0 | -一 人 8 0 


其 中 人 15” ts 为 非 震 复 数 ， H.detP=1. 又 PRKPEKP 中 元 素 都 
是 天 中 元 素 的 有 理 分 式 ， 因 此 % 阶 复 斜 对 称 方 阵 天 相合 于 标 淮 


形 
| ( 0 1 ( 0 1 0 0 
a 人 9 . 
a8\\_]1 0 —1 0 


特别 复 斜 对 称 方 阵 的 秩 必 为 偶数 ， 且 它 是 % 阶 复 独 对 称 方 阵 在 相 
合 下 的 全 系 不 变量 . 


习题 11. 3 
1. 试 将 下 列 Hermite 方 阵 在 复 相 合 下 化 为 标准 形 。 
1 1 十 4 (人 一 蕊 十 ， 
Ii 1 ww 0 
(1) 二 . = 
‘(1—1)—? QO a 1 
t 
' 
? 
一 也 1 
(11) . ., 
| : 
”2 
2 
一 艺 1 
其 中 i=~vV 一 1. 


2， 试 将 下 列 Hermite 型 化 为 标准 形 , 


总 一 】 骨 
(1) DS rj taint rj) (11) > 17 一 中 | 275 和。 
j=1 


j,k 1 
313 = 


3， 试 将 下 询 复 对 称 方 阵 在 相合 下 化 为 标准 形 ， 


1 1 (一 1 十 ; 
(1) | -十 ? 和 4 0 

: : 0 ” 
DA 0 1 


cb| = 


ho | ea 


其 中 ; 一 人 /一 1 


§ 11.4 定 正 Hermite 方 阵 和 方 阵 的 极 分 解 


显然 Hermite 方 阵 的 定 正 ( 半 定 正 ， 定 负 、 半 定 负 ) 的 性 质 在 
复 相合 下 不 改变 ， 

定理 11.4.1 设 互 为 2& 阶 Hermite 方 阵 ， 则 下 面 性 质 相互 
等 价 . 

(1) H>0; 

(2) 互 的 特征 根 都 是 正 实数 ; 

(3) 存在 非 异 复方 阵 @, 使 得 五 =gG@; . 

(4) 五 的 2 个 顺序 主子 式 如 (证 ) >0, 9 一 1 2 

(5) 万 的 一 切 主 子 式 都 是 正 实数 . 
定理 11.4.2 设 呆 为 n 阶 Hermite 方 阵 ， 则 下 面 性 质 芋 
等 价 . 

(1) 克之 0; 

(2) 瑟 的 特征 根 都 是 非 负 实数 ; 
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(3) 存在 ? 阶 复方 阵 9, 使 得 玖 =g Qi 

(4) 中 的 一 切 主 子 式 者 是非 负 实 数 .… 

定理 11.4.3 设 五 为 n 阶 半 定 正 Hermite 方 阵 , 记 7=rank 
(如), 则 存在 7 个 线性 无 关 的 nx1 复 矩阵 ,ps,…, Ppt， 使 得 


H= BB. 
定理 11.4.4 设 五 为 n 阶 半 定 正 Hermite 方 阵 ， 则 唯一 在 
在 2 阶 : 下 定 正 Hermite 方 阵 五， 使 得 
H:=H, 
且 任 一 2 阶 复 方 阵 4, 车 有 A 瑟 == 卫 4, 则 必 有 AH,==H,4. 再 H>> 


0, 当 上 书 仪 当 ,二 0. 

定理 11. 4. 5( 极 分 解 式 ) 设 4 为 n 阶 复方 阵 , 则 存在 % 阶 加 
方 隆 U 和 阶 半 定 正 Hermite 方 阵 鼠 , 和 五 ,使 得 

A= HUVU=UVH,. 

这 称 为 方 阵 4 的 极 分 解 ， 当 4 非 异 时 , 则 V0, 厂 ,, H: 唯一 存在. 

定义 设 4 和 B 为 nxm 复 和 矩阵, 若 存 在 % 阶 西方 阵 0V 和 m 
辽 辐 方 阵 六 ,使 得 =UAV, 则 称 4 和 B 为 本 相抵 的 . 

5| 理 11.4.1 nwxm 复 矩阵 的 西 相抵 为 等 价 关 系 . 

定理 11.4.6 设 4 为 nxm 复 矩阵 , 则 存在 % 阶 西方 隆 V 和 
m 阶 琴 方 阵 六 使 得 ~ 


UAV= 


其 中 访 实 … 宕 为 之 0,7=rank (4), 又 用,…, 避 为 4Z 的 所 有 非 零 
特征 根 .所 以 44 的 所 有 非 零 特征 根 为 4 在 西 相抵 的 全 系 不 变量 . 
推论 设 4 为 rxm 复 矩阵 , 则 
rank(A) =rank (A4’) =rank(A'A). 
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且 44 和 44 的 非 零 特 征 根 相 同 . 
上 面 一 系列 结论 的 证 明 都 和 $ 10, 2 相同 . 


习题 11.4 


1， 习 题 10. 2 中 哪些 结论 可 以 推广 到 复 的 情形 . 
2， 设 妃 为 半 定 正 Hermite 方 阵 ， 记 4,B 分 别 为 它 的 实 部 及 有 虚 部 , 则 4 
实 对 称 , B 实 斜 对 称 。 又 / 
max (rank (H), rank (B)) <rank (4). 
3， 设 及 为 % 阶 定 正 Hermite 方 阵 , 试 证 : z 
detHESHOHG)E"EHA) NG) .HH(). 


县 有 
detH<detReH. 
其 中 过 号 成 并 当 且 仅 当 且 为 实 定 正 对 称 方 阵 . 且 有 - 
detImH<detReH. 


4， 设 五 为 22 阶 定 正 Hermite 方 阵 , 且 万 J=J 万 ,其 中 


7=( 0 ，) 
-in) 0 
试 证 : 存在 % 阶 非 异 复方 阵 8, 使 得 8J 一 J9, 旦 一 8'Q@。， 再 证 8 可 取 非 异 上 
三 角 方 阵 . / 
5， 设 4 为 阶 复方 阵 , 记 作 4= (gi;)。 试 证 : 


ear< TT Die 


一 IT 此 一 
6， 设 瓦 ,, 刀 :为 一 对 Hermite 方 阵 , 其 中 五 , 汪 0， 试 证 : 存在 非 异 复方 
阵 忆 ,使 得 . 
Hi=P'P,  H,=P'diag(hi,», A,)P, 
其 中 履 委 4:< 妇 … 扫 41. 
7?， 设 是 ,HH; 都 是 定 正 Hermite 方 阵 ， 试 证 : 
(i ) 当 . 五 ,一 右 , 汪 0, 则 有 Hi Hr>0; 


工 
评 “ 


(ii) (det H)™ + (detH1,)" "< (det (HH,))". 
叉 千 号 成 羡 当 且 仅 当 Hs, 二 QH 其 中 6 为 正 实数 . 

8 议和 4 为 nXm 复 矩 了 泗 , BB 为 mxX7 复 和 矩阵 ,上 且 n= 二 rank (4). 试 证 : 
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det[B'(1—A’(A4A’)-14)B]<detB'B. 
9， 设 4A4 和 B 为 nn 阶 复 方 阵 ,使 得 1 一 44' 之 0,7 一 BB' 守 0, 则 有 
Idet (I—AB’') (2?>1det (1—AA')det(I—BB')!. 

10。 设 4 和 8B 都 是 Hermite 方 阵 ; 且 4 定 正 。 试 证 Get (4A4 十 B) 的 根 
者 态 实 数 . 

i11. 设 4 和 B 都 是 7% 有 阶 复 对 称 方 了 浴 ，detB 关 0. 设 多 项 式 det (4 十 48) 
没有 重 根 . 试 证 : 4 和 B 可 以 同时 相合 于 对 角形 . 

12,， 设 A4 和 8B' 为 nrXm 复 矩 阵 、 试 证 : 4B 和 BA4 同时 为 规范 方 阵 当 且 
仪 当 A'A4B=BAA’',B'BA= ABB'. 


§ 11.3 复方 阵 在 酉 相合 下 的 标准 形 


定义 ”两 个 7 阶 复 方 阵 4 和 B 称 为 酉 相合 的 ,如 果 存 在 zn 阶 
西方 阵 0 ,使 得 
B=V AV. 
引 理 11.5.1 % 阶 复方 阵 的 西 相合 关系 为 等 价 关系 . 
引 理 11. 5. 2 给 定夺 阶 复方 阵 4 及 奈 阶 西方 阵 7， 设 74= 
41, 则 存在 丁 方 阵 了 ,使 得 74= 47 ,是 人 = 了 
证 “ 今 存在 %w 阶 西方 阵 Z 使 得 
UUU—diag(e -1,...,@” -1), 
记 
一 1 01 一 上 9 
V=Udiag(le 2 ，…e 2 )U!, 
于 是 有 下 =V, 且 7 为 西方 阵 , 余 下 要 证 V4= A4V'. 
今 已 知 UV4= 4D', 妈 有 
Udiag (ev -1 pw，ev-in)B A=AU diag(ev i",..., 


ev 10)U’ 


diag (e+, en) (UA0)= (01AD,)diag (e i, 


“ ev -1°,) , 


sa S17 » 


记 014U1= (oo 此 即 
(ev 一 14i — ev-10) b,j 一 0. 


vv 二 18 vV—193 


当 bij 关 0 时 有 ev 1 = ev-1%, 央 此 e : =e 2 .所 以 证 明 
了 


1¢i VvV—10; 


(e * -ee 2 ) bi;=0, 1 < i, J En, 


此 即 


Fn 
2 UAUi 


， V10 vV/ 
diag (e™ 2  ,..*,e 


V1e vv 一 To。 
一 Vi4Odiag(e 2  ,*,e 2 ). 


由 了 之 定义 可 知 74=4F ， 证 完 . 
定理 11. 5.1 zn 阶 复 对 称 方 阵 S 必 西 相合 于 对 角形 
A=diag(h,,'…, 1,), 
其 中 如 写 宇 思 宇 0, 又 度 ,…, 术 为 nn 阶 Hermite 方 阵 S5 的 所 
有 特征 根 ， 所 以 SS 的 所 有 特征 根 为 8 在 本 相合 下 的 全 系 不 变 
重 . 
证 由 定理 11. 4.5 存在 ?2 阶 西方 阵 3,PF， 使 得 
USV =A. 
由 A=A, 所 以 USV ,= (VSV1) =ViSUV1, 凤 有 
VUS=SUIV =S(VU). 
由 3 引 理 11. 5. 2, 存在 7% 阶 西方 阵 歼 ,使 得 
WS= SSW, W’*=VV,. 
取 2 阶 西方 阵 
U=W'V,, 


= 3 了 778。 


则 有 | | 
U'SU=V'WSW'V,=V' WSV, 
=VIiV USVI=UVSV,= A. 

这 征明 了 定理 ， 证 完 ， 

引 理 11.5.3 设 T 为 nn 阶 非 异 复 人 对 称 方 阵 ， 则 TT" 的 特征 
根 必 为 重 根 。 

证 今 detT 关 0, 一 T=T. 所 以 了 为 偶数 阶 的 复 斜 对 称 方 阵 、 
由 | : 
/ det (1 —7T') =det (AT-!—T") det7. 
对 复 斜 对 称 方 阵 他 -一 到 用 定理 11. 3.8, 所 以 存在 行列 式 等 于 1 
的 二 阶 复方 阵 己 , 使 得 


0 / 0 a, 
PT" mp -diog(( 人 外 
一 Ci 0 一 Cr 0 


其 中 7 一 号 , 且 mb…，ow 及 己 中 所 有 元 素 都 是 27-: 一 和 中 元 素 
的 有 理 分 式 , 即 为 4 的 有 理 分 式 , 所 以 
.of(4) 
dd rg) 


其 中 f(4),g(4) 为 互 素 的 多 项 式 , 日 g (4) 关 0 的 首 项 系数 为 1. 而 
1__ I) 2 (4 

(detP) det (IT DT')=aias…a? = 
由 detP=1， det (AT- 1 一 全) 为 4 的 次 多 项 式 可 知 9g If*?. 由 (j， 
9) 二 1 可 知 9= 二 1。 这 也 证 明了 : 

det (A —7TT')== detTdet (1AT-1—7") 

z = (det7)f(4)’. 

由 det7 为 复 第 数 , 所 以 det(47 一 77 ) 为 复 系 数 多 项 式 的 平方 . 因 
此 Get(47 一 2 7) 的 根 都 是 重 根 ， 证 完 ， 
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定理 11.5.2 复 斜 对 称 方 阵 卫 必 酉 相合 于 标准 形 


{ 0 a 0 6s 
diag 9"""y 0 0 9 
\—a,: 0 ， 一 0s 0 


其 中 0 天 as 委 … 委 ab 又 ai ai 02，a3 为 TT' 的 所 有 非 零 特征 
根 ， 它们 是 人 在 西 相合 下 的 全 系 不 变量 . 

证 湛 虑 齐 次 线性 方程 组 Tz 二 0, 它 的 解 空间 为 C* 中 的 7 一 
rank(7) 维 子 空间 ,在 其 中 任 取 标 准 正 交 基 B.41, B.;,,…，p,, 其 
中 7 = ee 于 是 在 0" 中 存在 标准 正 交 基 Ap ps， 10 

3 Pn: 
U= (pbB2a"* BrBrr :bn). 

则 如 为 4 阶 西 方 阵 。 且 由 TP,+1=… 二 TB。 二 0, 所 以 有 

TU = (T,™ 7), 0) 
办 此 由 了 ZTC 为 2 阶 斜 对 称 方 阵 , 所 以 有 

DID 人 
\0. 0 

其 中 TD 为 7 阶 非 异 复 斜 对 称 方 阵 . 

因此 问题 化 为 为 非 异 的 情形 来 证 明定 理 ， 由 引 理 11. 5. 3， 
所 以 TT 的 特征 根 为 


41 二 a1 之 a 2 二 a 2 >" ‘之 as Ca 5 
其 中 s=%,4q1 之 a 之 … 之 as>0， 且 存 在 * 阶 西方 阵 V 和 UV， 使 


得 
UTU,= diag(a, ds*"*, 0 ss, qa.). 


ee 


0 0 as 
ora ) 
— a 0 -一 可 8 0 
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因此 DDN =0， 此 即 D0s01T=T(0o0901)'. 由 引 
理 11. 5. 2, 存在 有 阶 西 方 阵 人 ,使 得 
Vr=DUU, VT=7V'. 
今 
UV =V'U,, 
则 有 
UV'TU=U VIVO TOF2ZD 一 TiZT: 


= dia8 . 
—ai 0 , — ts 0 


这 证 明了 UTU 为 标准 形 ， 定 理 证 完 .， 
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第 十 二 章 ”广义 鸳 息 阵 


§ 12.1 强 广义 逆 和 矩阵 
为 了 引进 强 广义 逆 撼 阵 ， 鞠 建立 2 维 点 空间 及 其 上 的 解析 几 
何 学 . 
熟知 平面 解析 几何 学 是 研究 如 何 将 平面 中 几何 性 质 化 为 代数 
问题 , 旦 解决 此 代数 问题 ， 办 法 是 在 普通 平面 中 引进 直角 坐标 系 ， 
将 平面 中 点 与 实数 偶 ( 即 此 点 之 坐标 ) 间 建立 一 一 对 应 , 对 平面 中 任 
两 点 ?一 (aiyaz),9 一 (ba 以?p，9 为 端点 之 线段 记 作 29, 以 2 为 


起 点 , g 为 终点 之 向 量 记 作 29， 于 是 线段 克之 长 度 等 于 向 量 ?7 之 
长 度 , 定 义 为 


dp,9) = 17 = 19 =V Oo To 


向 量 2 之 坐标 为 (六 一 ab 且 一 ga)、 平 面 上 两 向 量 的 坐标 相等 ， 则 
称 为 向 量 相等 ， 将 所 有 相等 的 向 量 看 作 一 个 向 量 ， 则 此 向 量 称 为 
自由 商量， 确切 地 说 , 向 量 相 等 为 等 价 关 系 , 所 有 平面 上 疝 量 按 此 
璧 价 关 系 分 成 了 等 价 类 ， 每 一 类 可 用 其 中 之 向 量 之 坐标 来 表示 ， 
称 为 自由 向 量 ， 虽 然 ， 平 面 上 所 有 自由 向 量 构成 一 个 2 维 实 线性 
穴 间 ， 它 的 任 一 个 子 空间 中 向 量 ,都 安 在 平面 上 一 个 固定 点 p 上 ， 
即 都 以 ? 点 为 起 点 , 则 终点 构成 平面 中 子 集合 ， 称 为 子 (点 ) 空 间 . 
平面 称 为 2 维 实 (点 ) 空 间 ,或 2 维 Euclid( 点 ) 空 间 . 

闻 理 ， 空 间 解析 几何 学 是 研究 如 何 将 空间 中 几何 性 质 化 为 代 
数 问 题 ， 且 解决 此 代数 问题 ， 办 法 是 在 普通 空间 中 引进 直角 坐标 
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系 ， 将 空间 中 点 与 三 实数 ( 即 此 点 之 坐标 ) 间 建立 了 一 一 对 应 ， 癌 
量 ,自由 向 量 ,线段 及 其 长 度 之 定义 和 平面 情形 一 样 ， 这 也 就 局 发 
我 们 可 以 抽象 地 引进 % 维 实 ( 复 ) 点 空间 , 它 也 称 为 4 维 Euclid( 复 
.Euclid) 点 空间 ， 复 Euclid 点 空间 也 可 称 为 % 维 西点 空间 ， 由 于 
和 普通 情形 不 一 样 , 没有 一 个 几何 实体 , 我 们 就 用 点 坐标 来 代替 . 

定义 ”所 有 2xl 实 ( 复 ) 矩阵 构成 之 集合 称 为 维 实 《 复 ) 点 
空间 , 记 作 R"(C")， 其 中 元 素 称 为 点 , 阁 拟 


Qn 
dl 


则 | | 隐 为 点 ?之 坐标 ,a 称 为 第 i 个 坐标 分 量 ， 在 点 空间 中 任 


Gn 
取 两 局 
di 0 
(do b, 
?=| . |， 9=| .| 
z Qn ba 
则 非 负 整数 


d(p,9) D3 (bi —ai)” 
i = 


称 为 点 7 与 点 4 间 之 距离 ， 或 以 点 ?，9 为 端点 之 线段 ?9 之 长 度 ， 
氛 点 了 为 起 点 ， 点 4 为 终点 的 向 量 2 之 坐标 定义 为 & xl 和 挫 隆 


人 一 G1 

b,--a, 
Os 

b,—a, 
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点 空间 中 坐标 相同 之 向 量 称 为 相等 的 向 量 ， 所 有 相等 的 向 量 可 以 
用 同一 个 坐标 来 表示 ， 抽 象 地 把 所 有 相等 的 向 量 看 作 一 个 几何 对 
象 ， 则 称 为 自由 向 量 ， 点 空间 中 所 有 自由 向 量 ( 仍 用 nx1 实 ( 复 ) 
矩阵 来 表示 ) 构 成 4 维 实 ( 复 ) 线性 空间 VV,。 按 第 九 介 和 第 十 一 章 
的 办 法 在 其 中 引进 标准 内 积 , 则 7; 为 实 ( 复 )Euclid 空间 . 

任 取 ,中 子 空 间 ,将 史 中 自由 向 量 全 都 安 在 点 空间 fr(Cn) 
中 一 个 国定 点 2 上 , 则 终点 全 体 构 成 之 集合 称 为 包含 点 ?之 子 (点 ) 
空间 , 记 作 (&, 2)， 显 然 , 子 ( 点 ) 空间 仍 为 点 空间 ， 其 维 数 等 于 了， 
之 线性 子 空间 只 之 维 数 ， 当 p 取 作 原点 ( 即 令 p=0) 时 , 子 (点 ) 空 
间 (&, 0) 中 点 9 之 坐标 和 向 量 09 之 坐标 相同 . 

点 空间 R"(0") 中 任 取 两 线段 下 和 75， 它 们 称 为 互相 正 交 的 ， 
如 果 自 由 向 是 29 和 7s 在 了。 中 互相 正 交 ; 称 为 互相 平行 的 , 如 果 自 


由 向 量 89 和 7s 在 V。 中 相等 

引 理 12.1.1 点 空间 中 任 取 三 点 p,g,r;, 则 距离 有 性 质 

(1) 4d(2 9) 之 0, 且 等 号 成 立 妆 且 仅 当 2 一 0; 

(2) da(p,4)=a(9,p); 

(3) 2(7,7) 二 4(7,9) 十 4(q,7) (三角 不 等 式 )， 

证 ”由 距离 的 定义 可 知性 质 (1), (2) 成 立 , 下面 来 证 性 质 (3). 
记 自由 向 量 0p 二 &,04=p，07 二 yy， 由 距离 之 定义 可 知 d(p，4) = 
03 一 0g1= lx 一 51， 于 是 问题 化 为 证 

la 一 ?1 和 ls 一 PIT18 一 |， Ya pb,vEV,. 
今 由 Cauchy 不等式， 
la—ypl:=((@—pB)+ CB—y), (a—pb) + (BP-7)) 
~ |a—pl:+1p—»|*+2Re(a—p,B—y) 
<la-pBl*+IB-vlt2l (a—p, By)| 
委 ja 一 有 十 18 一 ?十 21a 一 请 BC 一 ?| 
.324。 


一 (ja 一 月 十 8 一 钊 六 
证 完 | 
定义 在 ?4 维 点 空间 RO") 中 给 定子 (点 ) 空 间 (&, 了 7) 及 一 害 
扩 4， 则 后 & 到 子 ( 反 ) 空 间 (&,7) 之 距离 为 
min a (gq, 7). 


TECSL, PD) 


关于 点 空间 中 定点 到 定子 (后 ) 空 间 之 距离 有 下 面 性 质 

5l 理 12.1.2 在 nn 维 点 空间 8R”"(0”) 中 给 定 一 后 4 及 一 子 ( 护 ) 
空间 (多 ，p). 记 %= {6EV ,| (68,8)= 二 0 为 8 之 正 交 补 ， 则 有 V;== 
SR+， 特 别 p9 可 唯一 地 分 解 为: 

gp = x 十 1， 
其 中 wsRu PE&. 于 是 在 子 (点 ) 空 间 (&, 8) 中 唯一 存在 一 点 s， 使 
得 9s=a, 且 
min alg,7) =1gs} =1a5). 


证 在 子 (点 ) 空 间 (&, 仿 中 任 取 一 丰 盖 则 ?rc& 于 是 
gr =9p + pr = (8 十 了 7 )， 
其 中 EARL， B+pre, 于 是 
d(g,7)? =|g7|? = (a (8 十 27)， ac 二 (827)) 
=|al* 十 18+ prl?>lal’, Vre(®, p). 
特别 ， 由 一 BE&， 所 以 唯一 存在 sE (R，7) 使 得 Ps 二 一 8， 因 此 
dq s)? 二 |a]? 十 |B+ps|:==|g|?*。 这 证 明了 


—》 
min d(g,7)=|a|=d(g, s)=|gs|. 
TSD, PF) : z 
下 一 一》 “一 、、 
人 a 二 gp 一 hp =42 十 98=48，5 引 理 证 完 . 


关于 7 维 点 空间 中 超 平面 , 二 次 超 册 面 等 等 定义 及 性 质 ,读者 


we F235 。 


可 以 参照 普通 解析 几何 学 的 办 法 形式 推广 ,也 可 参考 拙 车 《代数 学 
号 | 论 > 一 书 ， 

下 面 先 介绍 最 小 二 乘 解 ,然后 引进 踢 广 义 迹 和 矩阵， 

由 于 在 实际 观测 时 ,不 可 避免 地 要 出 现 各 种 误差 , 例如 人 为 观 
察 造成 的 误差 , 仪器 产生 之 误差 , 以 及 用 四 舍 五 人 法 处 理 数据 引起 
的 误差 等 等 。 所 以 由 观测 数据 导出 的 线性 方程 组 


Darre=b;, 1<I<n 
t=l 


中 ays 及 5; 都 是 近似 值 . 因此 或 者 出 现 线性 方程 组 不 相 容 的 情形 ， 
或 者 虽然 线性 方程 组 相 容 ， 但 是 得 到 之 解 并 不 是 能 反映 观测 对 象 
的 客观 实际 ， 为 了 尽 可 能 准确 地 去 反映 客观 实际 ， 我 们 可 以 寻找 
某 种 意义 下 误差 最 小 的 解 ， 用 统计 学 中 数据 处 理 的 办 法 ， 最 自然 
的 是 最 小 二 乘 解 . 


区 
dl ”人 1 和 2] 01 
: : } | (| 
QT (nm Xm bn 


于 是 zx 网 矩阵 4 给 出 了 TV 到 7, 内 的 上 映射 , 它 定 义 为 :2->Az， 
VzEV。。 今 VV 中 子 集合 . .lL (Vm) 定 义 了 Vn 中 过 原点 0 之子 空间 
(L(Vm),0),B 为 "中 一 定点 ， 由 引 理 12.1. 2， 在 C* 之 子 空间 
(L(Vm),0) 中 唯一 存在 一 点 5 二 .以 (zo) = 4zo 其 中 


TY 
7Z0 一 | : 9 
zr 
使 得 4(s,B) 为 挟 6 到 子 ( 扩 ) 空 间 (ACTV;%),0) 之 距离 ;此 即 
|Azo—p|l "IAr—pl*, VrEC™. 


斯 以 zo 称 为 线性 方程 组 4zo= 二 B 之 最 小 二 羔 解 。 显 然 ， 最 小 二 乘 
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解 不 叭 一 ,其 中 解 zo 之 模 |zo| 最 小 之 解 为 模 最 小 解 . 
下 面 来 求 最 小 二 乘 解 和 模 最 小 解 . 
引 理 12.1.3 设 4 为 2x 色 和 卸 阵 ,BE xzoSF。 为 线性 方程 


组 
47 一 有 

的 最 小 一 乘 解 当 且 仅 当 zo 为 相 容 线性 方程 组 
A'Azx=A'p 

的 解 . 


证 ”上 先 证 线性 方程 组 4'4x=A4'B 相 容 .事实 上 ， 由 于 Trank 

(A'4A)=rank(4), 而 
rank(A)=rank (4A A)<rank((A'AA'B)) 

=rank(4'(4Ap)) 

<min(rank(A’), rank ((A 8))) 

~min(rank (A),rank((A4A £))) 

=rank(4), 
这 证 明了 rank(4 A) 一 rank((44 4 8)), 芭比 性 方程 组 A'Az = 
4B 相 容 . 

下 面 来 求 线性 方程 组 4z= 有 的 最 小 二 乘 解 , 在 Fn 及。 中 取 标 
准 基 , 设 点 q 坐 标 为 B,n xm 和 矩阵 4 决定 的 线性 映射 为 .YL :Vn->V, 由 
5 | 理 12.1.2, 记 以 (Vn) 在 VV 中 的 正 交 外 为 (XVm))-. 于 是 在 点 空 
间 C” 的 子 点 空间 CVm),0) 中 瞧 一 存在 一 点 5 二 Azos 其 中 zo 在 Vm 
中 ， 使 得 90 一 9s+s0， 而 gse(A(V))!, s0Ed (Vn). 且 | 931 
为 9 到 (x (Vs),0) 之 距离 | 

今 s=4z 于 是 gs 一 Azo 一 ;对 r= 二 ArE(A (V,)，0), VzE 
C", 所 以 好 =4z 一 Bp， 由 引 理 12.1. 2, 有 | 到] 去 | 人 )， 即 有 
| 4zo 一 有 委 |4z 一 CD VxEC™, 此 即 zo 为 47 二 BB 之 最 小 二 乘 解 . 
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今 psE(.y(n)): 当 且 仅 当 ( 4s (Vm))=0, 此 即 (4zo 一 ， 
4z) = 二 0，VzEVm。 由 于 内 积 为 标准 内 积 ， 写 成 矩阵 形式 ， 即 
(Az)'(hAzo 一 B)=0, 此 即 x' (A'Azo 一 4B)=0，VYzEV,。， 所 以 
了 4zo 二 4B. 这 证 明了 zoEV 为 4z= 有 之 最 小 二 乘 解 当 且 仅 当 
XoEVn 为 44z=418 之 解 ， 引 理 证 完 . 

定义 ”给 定 2x 奶 复 和 矩阵 4， 记 44 的 非 零 特征 根 为 A 之 
… 二 4 之 0， 记 不 阶 丁 方 阵 芯 及 和 阶 酉 方 阵 了 , 使 得 


/A 
4=0( 


0 
y, A 一 diag(4 4 
1 g (4 )， 


则 mxn 复 矩阵 


称 为 xm 复 矩 阵 4 的 强 广 义 道 矩 阵 . 

显然 ， 当 4 为 n 阶 非 异 方 阵 时 ， 强 广义 道 矩 阵 就 是 普通 的 族 
年 阵 ， 从 这 个 角度 来 说 ， 强 广义 赣 抢 阵 是 把 逆 方 阵 的 概念 推广 到 
奇异 方 阵 及 一 般 竹 阵 的 情形 ， 另 外 ， 上 面 定义 依赖 于 忆 及 了 之 选 
了 到, 但 VU,V 并 不 瞧 一 ,这 样 定 义 的 强 广义 逆 和 矩阵 是 否 确 定 呢 ?我 们 
的 回答 是 肯定 的 , 即 有 

5| 理 12.1,.4 设 UV,U, 为 n 阶 西方 阵 ,V, ,为 m 阶 西方 阵 ， 


且 有 
A 0 A 0 
A=U V=U, V,， 
0 0 0 0 


其 中 /= diag(d,,.., 4,), 用 之 … 之 4 人 0 4 一 diag(A， "ys 
Ls), 1 之 之 As >0， 则 有 一 了 ， A 一 -4 且 


yr 


这 证 明了 广 闵 逆 什 阵 之 定义 与 西方 阵 U,V 之 选取 无 关 . 
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证 内 7 二 rank (4),s = 二 rank(4), 所 以 7 二 s， 又 由 


/A0 /A 0, 
y'U = Vy", 
0 0 0 0 


| 


将 已 ,Fi 都 按 前 > 行 , 前 ?分 成 四 块 : 


BA 0 AP AQ 

(5 =-(: 0 ) 
注意 到 det/A 关 0，detAl 关 0, 所 以 有 D=0,8=0， 但 是 V1U,VV 
都 是 西方 阵 , 所 以 有 C=0, R=0。 即 有 


B 0 Pd0 
oz=( PP 9, 
0 2 0 5 


且 有 BA4=AiP, 今 忆 8 都 是 7 有 阶 西方 了 ， 所 以 由 P= A784 
有 ArBABAi=J,， 即 B4 人 六 = 人 这 证 明了 4 三 公 , 即 4= 
A, 且 BA=AB 由 B4=4P 可 知 忆 = 也 ,B4= 4B,， 而 


LUAN HA/P 0V40OV ON 
F 0'=7! JD! 
0 0 0 SANIO oo 互 


/PA B-'O\, 
一 及 Ul 
0 0 


这 证 明了 引 理 。 证 完 . 
定理 12. 1.1 线性 方程 组 
47z 一 有 
的 最 小 二 乘 通 解 为 
=A'B+OmM At:A)E, VEEO™ 
* 29 = 


所 以 贷 最 小 解 为 
ro=At+h. 


40 
1 4 于 是 Az=p 可 改写 为 


A*0 0 、 
P( Jrz=P(4 2 
0 0 0 0 


2 
的 -( 
(CC 人 


2 一 人-2040)78= (A7'0) UB. 


=P( JP( JP ): a | ) 
世 ? 0 2?) 


证 分 4=0( 


_/I 0 _/0 .0 
I~A+A=I—V’ = 六 P， 
0 0 0 Im" 


这 证 明了 z=A+B 十 (1 一 4+4)5, VEEV。a， 即 求 出 了 通 解 . 
下 面 计算 解 的 模 ， 由 于 


/0 0N 0\, 
(I—A*AY A+=V ( jj FP 一 (0， 
0 了 0 0 
所 以 


[IAB+ (1—A'A)El?= (AB+(I—A'A)E)Y (A+P+(1— A'A)E): 
=|A*B|l?+|(1—A'A)é| 之 14708| 


3 人 当 


且 当 ==0 时 等 式 成 立 ， 这 证 明了 418 为 模 最 小 解 。 证 沈 . 

下 面 证 明 当 线性 方程 组 4z= 有 相 容 时 ,最 小 二 乘 通 解 就 是 它 
在 通常 意义 下 的 通 解 ， 所 以 最 小 二 乘 解 是 在 不 相 容 线性 方程 组 的 
情形 的 推广 . 
定理 12.1.2 线性 方程 组 


A7=f 
相 容 当 且 仅 当 
AA*B= 8p. 
这 时 最 小 二 乘 解 就 是 通 解 . 


0 
证 分 4s=B 可 改写 为 U( ,r= 
A 0 
( | ?ja=0 有 
i Vz=y, io =(" ) uCV,, vEVm-_ry 则 上 式 可 写 为 
AH i 
一 有 
人 24 
于 是 线性 方程 组 4z= 8 有 解 , 当 且 仅 当 7p-( 1) 其 中 CESF 
且 Au==w, 即 w=A-!g， 因 此 通 解 为 


站 到 全 
-。 一 =7"( 十 
?7) ? 0 [0 
» 1 0 
ER 
0 0 4 \d 
/ A 0N _/0 
-一 站 U! 十 了 ， 
je 


S 
| 
me 
< 
| 
™ 


sj。 


z 一 4 有 十 (一 44)E，VEEF。. 
由 定理 12. 1. 1 便 证 明了 Ax=B 之 通 解 也 就 是 最 小 二 来 通 解 . 


上 面 实际 上 证 明了 4z=B 有 解 当 且 仅 当 me=(® ) 其 中 


CQXcCT 今 


40 dr10NV 0 0\,, 
7 一 44+ 一 7 一 7 Vy DV'=U 六 ， 
0 0 0 0 0 了 


所 以 4z=6 有 解 当 且 仅 当 (7 一 443)8=0, 此 即 4428=A. 证 完 . 
下 面 给 出 强 广 闵 道 矩阵 的 两 种 等 价 定 义 
定理 12.1.3 给 定 nxm 复 矩阵 4, 则 和 矩阵 方程 组 
AXA= A, XAX=X, (4X)’ ~AX, (XA)' =XA 
有 了 唯一 解 ,其 中 兰 为 由 mn 个 独立 自 变量 构成 的 mx 矩阵。 这 个 
解 就 是 4 的 强 广 闵 逆 矩阵 41+, 
证 今 


符号 意义 同上 ,于 是 方程 组 变 为 


(7 ,) (4 ) (4 )) (1 ”| 
U VXU V=U Vy, XU VX=X,. 
0 0 0 0 0 0 0 0 


/A0\,, /40 AAAON A0 
XV D'=U VX,V D'X'= XU V. 
00 0 0 0 0 .00 


令 了 二 VXU, 则 有 
( 人 (4 ) ( ) 
7 — ,了 Y=Y, 
0 0 0 0 0 0 0 0 
A 
7 = 7, 了 = Y', 
0 0 0 0 0 0 0 0 


将 了 按 曾 了 行 及 前 了 7 列 分 成 四 块 , 记 作 
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2 
Rs 
于 是 上 面 矩阵 方程 组 可 改写 为 
APA= A, P/P::P, P/AYV=, RAP= R, RAQ = 8, 


P'A4=1P, A9=0, OA=0,PA=/AP', RA=0, AR =0. 
此 即 @=0, R=0,P=A-!,S=0， 所 以 解 唯一 存在 , 它 是 


os old ON 
x=P3D=P( ‘=—At, 
: : 0 0 


上 面 定理 给 出 可 以 用 矩阵 方程 组 的 解 来 定 义 强 广义 逆 皇 阵 ， 
下 面 用 几何 语言 , 给 出 强 广义 逆 矩 阵 的 几何 定义 ， 

引 理 12.1.5 ”给 定 么 维 西 空间 & 和 2% 维 本 空间 沉 设 以 为 
& 到 加 内 的 线性 映射 , 则 唯一 存在 入 到 & 内 的 线性 映射 以 它 有 

(A (4) 0) 一 (gx(2))s VY UER, 9ER, 

这 时 以 * 称 为 .LL 的 共 亏 映射 . 

证 在 及 水 中 分 别 取 标准 正 交 基 e182， em 及 fis fs 
了 于 是 


YY (ei)= Sasifs, ! 一 l, 2， 和 


它 决 定 一 个 nxm 人 第 隆 A 二 《ee 称 为 好 的 抱 阵 表示 。 若 好 * 他 
在 , 则 有 


ss 有) = Dbisers j=1,2, "sn 
由 定义 条 件 ， (A (ei), ;1)= (es * (fy)), 即 
让-(e Se) : 
此 一 六 1 一 芋 . 


但 是 西 空间 的 内 积 为 Hermite 双 线 性 函数 ,所 以 有 
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41 一 Di 一 ,207 一 1 2 …, 仿 ， 
因此 当 . 的 矩阵 表示 为 4 时 , .x * 的 矩阵 表示 必 为 下、 这 也 证 明了 
对 任 一 线性 映射 :一 哆 , 则 唯一 存在 它 的 共 轿 映射 .+*; 锥 ->&， 
证 完 . : 

引 理 12.1.6 西 空间 上 线性 变换 统 为 正 交 投影 当 且 仅 当 
月 在 象 空间 &1 二 级 (3) 上 为 住 等 变换 ,在 其 正 交 补 Rt 上 为 零 变 换 ; 
当月 仅 当 人 = 二 WW, WR*+ = 二 NX. 

证 “ 今 绥 为 正 交 投影 ， 即 存在 子 空 间 &1. 对 直接 和 2=&@ 
8+， 任 取 aER, 则 有 唯一 分 解 4=B 十 Py， 其 中 PE&，?E&RtL， 而 
5:a~> 有 8， 这 证 明了 统 (8)=B， 统 (7) 二 0。 即 统 在 8， 上 为 便 等 
变换 , 在 + 上 为 零 变换 ， 反 之 , 则 

Ra) =RB+Y) RB +R YT)=B, VaEv. 
所 以 统 为 正 交 投影 . 
再 若 统 为 正 交 投影 ,自然 
Ro) = RRR) = 组 (8) = 有 = 死 (gw)，YcE&， 

其 中 w=B 二 ?，pERI，PERiT， 于 是 2 一 多 又 任 取 w=B 二 ?yy 
一 1 十 上 ,其 中 %ccQ DO，7ERi 7，ESRrt。 于 是 由 共 罗 变 换 之 定 
义 , 有 ( 统 (a),E) = (a, 扩 *(E))， 因 此 记 R*(&)=4+h， 其 中 发 
Qu 4ERQL, 则 有 (B,6)= (a,4+4)， 于 是 (B,D)=(B,4) ++(y, 41). 
由 & 任 取 , 我们 取 ae%1, 则 g=B,y==0, 所 以 (B,7 一 力 二 0. 这 证 明 
了 7 二 4. 因此 对 一 般 的 aS21, 则 可 任 取 ”ESi， 使 得 (HA) = 二 0, 其 
中 ,LERL. 这 证 明了 4 =0. 所 以 统 *(8) =F*(m-+E) 一 4 这 证 明了 
RW*(g)=p, vaes, 即 28r*+ 一 有 邢 . 反 之 ， 苦 上 线性 变换 2 有 .到 
兄 , 有 + 一: 到 . 由 共 久 线性 变换 之 定义 可 知 , 在 & 中 存在 标准 正 交 基 
&1s 2，…s Gn， 使 得 搞 之 方 阵 表示 了 有 P= 二 P，P'==P, 所 以 PP 西 相 
似 于 对 角形 diag(41,…,4,), 且 有 入 = 为, 即 训 =0 或 罗 =1. 所 以 
证 明了 在 & 中 存在 一 组 标准 正 交 基 61, B,,…, B。， 使 得 统 之 方 阵 
=。 334、 


才 示 洲 ,) BI il(e;)=e;s, 1<iEr; Hley) 三 0 十 1 和 


2. 记 以 e1，…, 2; 为 基 之 子 空间 为 &， 则 多 在 &, 上 为 恒 等 映 射 ， 在 
8+ 上 为 零 上 映射。 所 以 g 为 正 交 投影 。 证 完 . 

定义 设 .y 为 mn 维 西 空间 4 到 维 西 空间 只 内 的 线性 虹 射 
则 :2 为 中 中 关于 (8) 之 正 交 投 影 
于 是 有 

引 理 12. 1.7 在 m 维 西 空间 & 中 任 取 标准 正 交 基 el，e2，…， 
em, 在 n 维 西 空间 中 任 取 标准 正 交 基 下 ,fz,…，f。， 设 到 六 
内 的 线性 映射 必 有 短 阵 表 示 4= (ai) -=v( 70) 其 中 为 % 


扮 丁 方 隆 ,了 为 m 阶 西方 阵 , A=diag (hj…, 4h.); 包 宇 … 守 加 之 0. 
于 是 线性 映射 L*: 轩 >8; 妇 y :四 > 吕 ; 竺 wv*:8-> 呈 分 别 有 和 矩阵 表示 


z=7(7 , p=0( ) DP Py = 2 
0 0 0 
证 今 存 在 % 阶 西方 阵 U 及 mx 阶 西方 阵 ,使 得 
4=0(7 7 4 一 diag(4 py 4) 4 之 4 盖 (0， 
记忆 = (wy),V= (v1), 于 是 作 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 基 变换 
ei 一 D5e,, 1<i<m; fi= Surf 1 和 ?和 0， 
出 丰 和 计 汪 省 四 可 
= Saf’, 1 <i nh, 
= 


县 
(ei) 一 Disk (87) = E50,asfy = > 1<ci<m。 


这 证 明了 线 注 喘 身 dl : at 在 & 的 标准 正 交 基 el en 及 证 的 
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标 崔 正 区 基 和,…,f 下 的 皇 阵 表示 为 C= (co 即 
(ei;) = > ,cuff ， 1< 1 
1 =1 


其 中 


/140 
| 
0 0 


此 即 
近 ) = A,f' ， < <7， 
2 (e;)=0,7+1<7I 和 mn. 
于 是 (9) 是 以 月,…, 用 为 标准 正 交 基 的 子 空间 . 由 引 理 12.1. 6， 


1‘” 0 
在 导 的 标准 正 交 基 有 户 ,f,…,f4 下 ， 有 gv 有 方 阵 表示 ( 0 ) 于 是 
在 时 的 标准 正 交 基 儿 ， 户 ,…, 丰 ,下 ,有 死 v 有 方 阵 表 示 


7 0N 
P,=U U', 
, ( ,) 
A 加 
0 ,7 ,于 是 有 到-* 有 方 阵 表 示 


TD 0 
Pu,*=V V, 
™ (, ,) 
证 完 


定义 ”给 定 的 m 维 西 空间 ?到 维 西 空间 只 内 的 线性 映射 wt 
及 只 到 处 内 的 线性 觅 射 纪 . 如 果 有 

(1) Tank( ao) =rank (ZZ): 

(2) HH =NHRy LA =R yy, 
则 允 称 为 好 的 强 广义 道 映 射 , 改 记 允 为 sp。 

定理 12.1.4 符号 同 引 理 12. 1.7, 记 多 有 夭 阵 表示 已, 则 双 
为 改 的 强 广 闵 族 映射 当 且 仅 当 B= 4+， 
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同 理 , dL* 有 征 阵 表示 z=7( 


证 设 艺 为 x 的 强 广义 逆 映 射 , 即 rank( 纪 ) 一 rank(ob)， 且 
风范 一 史 v 世 ve。 由 引 理 12. 1. 7, 所 以 抵 阵 关系 
rank (A)=rank(B), AB= Py, BA=P *, 
成 立 当 且 仅 当 


0 0 
rank ( B)=r, v( 4 pa=0( 。 ,7 
- \00 00 
AA0 7 0 
上 | 下 
0 0 0 0 
D‘'” FE 


F 人 
则 当 且 仅 当 


ran Cp) =7,( 6 2)-(/ 小 . 
00N\F G/ \00 
C 0 -(! 0 
有 GA 八 0 六 0 , ) 
移交 0 
此 EID= /17,6=0,F=0. 是 B=VB0=(? 0 
由 于 rank(B1) =7, 所 以 G=0. 这 证 明了 当 且 仅 当 


A-! 0 
B= 7(4 Pp =A+. 
0 
证 先 . | 


将 上 面 的 理论 全 部 限制 在 实 的 情形 , 即 改 西 空间 为 Euclid 空 
间 , 西方 阵 为 实 正 交 方 阵 , 则 会 部 结论 都 成 立 ， 


习题 12. 1 : 
1l]， 设 4 为 zxXnm 复 矩 阵 ， 试 证 : A (A)t= A)', A'(A'AA')' 
2A'= 二 A+， 又 当 4 为 % 阶 非 异 方 阵 , 则 4 = 
2. 设 4 为 1nXm 队伍 @ 为 om 阶 西 方 降 , 则 (PAG)' 二 
$37 ea 


OQ-14A:P-!. : 

3， 设 4 为 1Xm 从 阵 , 8 为 mxXg 算 阵 , 且 4B=0， 试 证 : 4(B)+=0s 
(A')'B=0. | 

4。 试 举 反例 来 说 明 : 当 4 为 nXm 和 矩阵, 8 为 mXy 矩阵 , 则 一 般 来 说 ， 
(4B) + 一 Br41+ 不 成 立 ， 

5， 试 给 出 sxX1 矩阵 及 1Xm 矩阵 的 强 广义 道 矩阵 的 明显 表达 式 ， 

6， 设 4 为 nxXm 矩阵 ， 试 证 ， 在 在 axXy 什 阵 了 及 r+Xm 甜 阵 C ， 使 得 
ranK(B) =rank (0O) =7, 其 中 7=rank(4). 又 A4=BC, 且 . 

A+=0' (006’')-1(B'B) -1B'=0+B+. 


8 42.2 ”广义 逆 拭 阵 


定义 ” 设 子 为 由 ?mn 个 独立 未 知 数 构成 的 wn 矩阵 ，4 为 
n xm 矩阵 , 则 和 插 阵 方程 
4X4=4 
的 解 称 为 4 的 广义 逆 矩 阵 , 记 作 4-. 
注意 ; 矩阵 方程 4X4=4 之 解 不 瞧 一 ,所 以 4- 是 泛 指 其 中 一 
个 外 四 
定理 12.2.1 设 4 为 xm 复 朱 阵 , 且 . 


4-0(? jj A=diag (ho hr), 作 之 … 之 机 这 0， 
其 中 及 VV 分 别 为 % 阶 及 m 阶 西方 隆 ， 则 4 的 广 六 地 矩阵 


A- XX 0 Xs\ 
4-=7( -+ “和 
及 21 全 22 及 2 入 22 


其 中 和 io 和 2 为 任意 矩阵 ， 所 以 广义 逆 和 矩阵 不 唯一 , 实际 上 它 


们 全 体 构 成 一 个 集合 ,而 4- 只 表示 这 个 集合 中 的 任意 一 个 元 素 . 
证 $4=0( ,Fr Bx=7(Y x 其 中 XY 为 


r 阶 方 阵 ， 于 是 4X4=4 变 成 
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21 22 


有 oh Ko oo 


定理 12,2.2 设 4 为 2&x 和 um 复 矩 阵 , 有 为 2&xl 复 矩阵 ，2z 为 
由 以 个 独立 未 知 数 构成 的 mx1 复 矩阵 ， 则 线性 方程 组 
Az=p8 z z 
相 窑 的 必要 且 充 分 条 件 为 
A4-8= 6. 
这 时 通 解 为 
z=A-B+ (1—A-A)E, VEEV,. 


证 “用 定理 12.2.1 的 符号 ， 于 是 4-of 7 本 因此 Az= 
A 0 AO: 
p 可 改变 为 0( "rz=p, 它 等 价 于 线性 方 各 组 ( 0) Vz = 


Cp. 记 Vz=y=() wrx1 和 了 iD6=( ), OEV,, .TE 
”| 7 | 


V,-,. 于 第 有 
/Au=o, t=0 


A-! 
=p y=7( = 人 ”) 
© IH 


又 4z=B 相 容 的 必要 且 充 分 条 件 为 + 一 0， mp=0(o ) 


为 一 方面 ,由 定理 12. 2.1 有 
Ap ep 


所 以 通 解 为 


和 了 3 地 . 


7 一 4-4 7( ) 7 44--D( 。 A 
-XATI) 0 Tr 


于 是 
(7-44)8=0( | z oo( 六 ”“) 
0 i T T 


所 以 t=0 当 且 仅 当 (1 一 44-)B8=0， 即 44-p=p. 又 这 时 通 解 为 
Ce 
2 0 4 
A x ) a 0 jir(,) 
= —V 二 VV 
入 21 和 >， T XO 他 


= 4-8 二 (7 一 4-4)E VEEV,. 
证 完 ， 
定理 12.2.3 线性 函数 组 f(z) = 42x 一 B 的 最 小 二 乘 通 解 为 
z 一 (了 4)- 下 8 十 [7 一 (了 4)-(4)]E，VEEP。 
证 由 引 理 12.1. 1f(z) 一 4z 一 的 最 小 二 有 乘 通 解 为 相 容 线 
性 方程 组 44z 二 AB 的 通 解 . 由 定理 12. 2. 2 便 证 明了 定理 . 证 完 . 
广义 道 矩阵 可 用 来 求 某 些 矩阵 方程 之 通 解 . 
定理 12.2.4 给 定 #X 和 ,MXxz2X9g2XxdI 目 阵 4,， 太 , B,C， 
其 中 4, BC 为 常数 乍 阵 ，XX 为 由 mp? 个 独立 未 知 数 构成 的 矩阵 ， 
则 和 托 阵 方程 
AXB=0 
有 解 当 且 仅 当 : 
AA-0B-B=0, 
X=A-0B-+2Z— A-42BB-, 
其 中 名 取 任 一 mxz 复 和 矩阵 . 
证 记 4= (a;y)， 卫 二 (2y1)， B= (4), ¢= (c;1), 干 是 矩阵 
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方程 可 写 为 
Sarimber er, lI, 1<l<g. 

将 六 ,C 中 元 素 按 行 依次 排 为 1 x mp,1xng 和 挎 阵 

T= (tis Taps rs Ts es Tms). 

C= (C00 Cg rs Ca Cng). 
将 上 面 矩 阵 方程 用 线性 方程 组 的 通常 方式 来 表达 , 即 有 

Dx’ 一 C ， 
十 症 D 为 ng x mp 和 矩阵, 它 可 表 为 
D=AZB', 

其 中 心 称 为 矩阵 的 久 ronecker 冬 积 , 定义 为 : 讽 A 二 (4;)) 为 nxXxm 
矩阵 , B 为 p xq 和 矩阵, 则 


arB “0 dmB 
op : |. 
dniB Wii tinmB 


由 定义 出 发 ,不 难 证 明 

(1) (4®3B) =A&B, 

(2) (4®B)= A468, 

(3) (4,+ 4) 2B= ADB1 ADB, 

(4) A (B11+B;,) = AB + AWB,, 

(5) (A B(1B)=Au(ABB), VA, 1EC 

(6) (A.CVB) (A.C9B;) = AAAdA,2 BB,, 

(7) (4CB)': = 4B"’, 

(8) 4 的 任 一 广 闵 逆 矩 阵 4- 和 路 的 任 一 广义 逆 怎 阵 至 -的 
和 Tonecker 乘积 4-GCB- 必 为 (4B) 的 广义 赣 失 阵 , 反之 不 一 定 ， 

下 面 用 这 些 性 质 来 解 矩 阵 方 程 4 瑟 8 三 C. 事实 上 ， 今 
(4GB =c 由 定理 12.2,2， 它 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 为 对 
46@B 的 任意 一 个 广义 道 矩 阵 (429B )-, 则 有 

ea fil。 


(A%B') (AYDB') ec' 一 cf 
这 时 通 解 为 
r= (ADB) c+E (40B')-(4%B')E. 
由 性 质 (8)，4-@(B8”)-=4-@(B-)' 为 4B' 的 广义 着 矩阵 ， 王 
是 取 (4SB')- 为 4-@(B')-, 则 有 
(4A%B') (4-®(B-))e' = (A44-(B-B)')e’=0", 
且 通 逢 为 
r=(A-@(B)')e' +éE—(4-®(B)') (A40B')s. 
写 回 年 阵 形式 , 即 有 解 之 充分 且 必 要 条 件 为 
AA-CB-B=0, 
又 通 解 为 
X=A-0CB--+2—A-AZBB-, 
其 中 2 为 6 排 成 的 mx2 征 阵 ， 证 完 ， 
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第 十 三 草 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 


8 13. 1 入 玫 阵 在 相抵 下 的 标准 形 


定义 ”元素 由 未 知 数 4 的 多 项 式 构成 的 矩阵 称 为 入 矩阵 . 

回忆 第 二 、 四 章 可 知 ， 只 要 不 考虑 % 阶 非 异 方 阵 4 的 逆 方 隆 
4 一 (det4) ”4*, 和 矩阵 的 所 有 定义 和 性 质 对 4 矩阵 都 成 立 ， 这 是 
因为 一 般 来 说 det4 为 4 的 多 项 式 ,除非 det4 除 得 尽 伴随 方 昨 4” 
中 所 有 元 素 ， 特别 当 det4 为 非 零 项 数 时 ，4 矩阵 4 就 有 定义 ， 

定义 ” 议 4 为 % 阶 4 方 了 泗 ， 如 果 存 在 % 阶 4 方 阵 B 了 使 得 

AB= BA=1'", 
则 各 称 为 可 并 的 ,这 时 B 称 为 4 的 北方 阵 , 记 作 
B= 4 
定理 13.1.1 zn 阶 4 方 阵 4 可 诸 当 且 仅 当 det4 为 非 堆 常数 ， 


A-'= (det.4) 'A*. 


证 设 4 可 族 , 即 存在 4 方 阵 B， 使 得 48=BA=I'， 二 是 
1 二 (det4)(detB). 由 于 detA, detB 都 是 4 的 多 项 式 ， 这 证 明了 
0=deel=deg(detA)-+deg(detB). FL deg (detA)=0, Bdet A 
非 二 常数 .反之 , 右 det4 为 非 零 常数 ,由 于 Laplace 展开 定理 可 知 
44* 一 4+4= (det4)7. 因此 4-1= (det4)-24* 为 4 的 逆 方 阵 . 证 完 . 
又 急 等 变换 也 可 以 推广 到 4 和 挎 阵 的 情形 
定义 ” 设 4 为 hxXm4 秆 阵 . 将 4 的 第 i 行 ( 列 ) 和 第 3 了 行 ( 询 ) 
互 换 ， 称 为 对 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 一 类 行 ( 列 ) 的 初等 变换 。 将 4 的 
第 ; 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 ， 称 为 对 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 二 类 行 ( 列 ) 
和 前 初等 变换 .将 4 的 第 1 行 ( 列 ) 习 以 多 项 式 f(4), 再 加 到 第 j 行 
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( 列 ), 称 为 对 4 的 行 ( 列 ) 作 了 第 三 类 行 ( 列 ) 的 初等 变换 . 
定义 % 阶 4 方 阵 


| 


称 为 第 一 类 初等 入 方 阵 . % 阶 4 方 阵 


(2) 
P(ga)=diag{(l,., 1,ad,1,.…,1),1<i<n 
称 为 第 二 类 初等 、 方 阵 , 其 中 a 为 非 零 常 数 ，% 阶 方 阵 
1 \ : 


] | 
1 .0 3 
1 | 
Q;,(f(D)) = :i | i 
] 
f 01) 1 JI 


.344。 2 了 


J 


称 为 第 三 类 初等 和 方 阵 ,其 路 ( 力 为 4 的 多 项 式 . 

5| 理 13.1.1 设 4 为 2x94 和 扼 阵 ,对 4 的 行 ( 列 ) 作 第 一 、 
二 、 三 类 行 ( 列 ) 的 初等 变换 ， 等 于 在 4 的 左边 (右边 ) 分 别 乘 以 第 
一 二、 二 类 初等 4 方 阵 . 

5| 理 13.1.2 初等 4 方 阵 为 可 逆 4 方 阵 , 且 

Pijy=P,;, Pi(a) 一 Pi ), Qi (f (ND)) =i;(~—f(4)). 
所 忆 久 等 4 方 阵 的 逆 方 阵 是 同类 型 的 初 才 4 方 阵 . 

这 两 个 引 理 的 证 明 是 显然 的 ， 

对 儿 矩 阵 ,下面 定义 是 非常 重要 的 ， 

定义 设 4 为 nxm4 和 矩阵 , ?二 rank(4), 4 中 所 有 tt 阶 子 式 
的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 D,(z) 称 为 4 的 t 阶 行列 式 因 式 ， 
其 中 f=1,2,…,7， 

引 理 13.1.3 设 4 为 nxm4 和 矩阵 , 秩 为 7r. 记 D1(4),D;(4)， 
…,D,() 为 4 的 行列 式 因 式 ， 则 有 

D1 (A) | D; (4), D;(4) 1D, (4), "sy D,_1(4) 1D, (4). 

证 由 Laplace 展开 定理 及 最 大 公 因 式 定 义 可 知 35[ 理 成 立 . 
证 完 . 

定义 设 4 为 nxmi 和 矩阵 ,rank(4)==7. Di1(4),…,D,( 人 0 为 
4 的 行列 式 因 式 ， 则 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 
Da (全 D, (1) 
D1(4) D.-1(4) 
称 为 4 的 不 变 因 式 , 其 中 4;(4) 称 为 4 的 第 i 个 不 变 因 式 . 

注意 不 变 因 式 由 行列 式 因 式 唯一 确定 ,反之 亦 然 ， 事实 上 ， 

Di(N) =Q) (4)， D, (4) =0Q1(4) ad (4),**., 
D(A)=ad,(4)d, 0) dd, (A). 

引 理 13. 1.4 nxm4 矩阵 4 的 行列 式 因 式 在 初等 变换 下 不 

变 , 所 以 不 变 因 式 也 在 初等 变换 下 不 变 ， 


G1 (4) =D,(4), ds(h) = ,dN) = 


345 条- 


证 显然 作 了 第 一 及 第 二 类 万 等 变换 ， 行 列 式 因 式 不 变 . 下 
面 只 考虑 第 三 类 初等 变换 ， 且 仅 限 于 讨论 对 行 作 第 三 业 初 党 变换 
的 情形 , 因为 对 列 的 情形 证 明 是 一 样 的 ， 记 
(a11(A) 1 G1m( A) 
A=| : ; 。 
G2i(4) 1 Gam (hth)) 
其 中 aij( 们 为 4 的 多 项 式 ， 例 如 


1 (4) 
1 GCC 1 im (A) 
B= 21(f (4))A= 1 : , : 
: Qa (A) «+ dnm(d) 
1 
QTN a A) vaim hd) i fA) a A) 
G21( 4) 人 02m( 人) 
ani (4) 人 Gnm( A) 
于 十 
BOYS) = ACGIS Ef) AGHES ), 1<is < i nN, 


BC ) = A ), <i i en, 
又 1 有 过 < 之 用 人 mm， 记 D,() 为 B 的 1 阶 行列 式 因 式 ， 于 是 
D,(NI A 1 mm， 因 此 
DNAGYS), 1<is< Rm 所 以 
D,(N)|1D,(4). 由 于 4=Qa(f (人))-'B=Qs( 一 有 (14))B， 同 理 可 证 
.D,(N)1D,(4). 这 证 明了 D,(4)==D,(4)，t=1, 2，…，rankC4) 
证 完 . 

定理 13.1.2 设 r=rank(4) 为 nxm4 外 阵 4 的 秩 , 记 Q1(4)， 
(0),…s,dr() 为 4 的 7 个 不 变 因 式 ， 则 对 4 作 一 系列 初等 变换 ， 
可 将 4 变 为 标准 形 


9 430。 


‘gd1(4) z 
a 
\ ad, (4) 


0 © 
是 不 变 因 式 有 

dM) | dM), dr-1(N) dr (0). 

证 当 4=0， 不 必 讨 论 . 设 40. 于 是 存在 一 个 多 项 式 


qi;( 人 j 关 0， 其 中 
Qi1(M) 1 Qnm(d) 
A=| : : |. 
Qn (A) …，Grm(A) 
ij(M) # 、 . 
考虑 PidPu=( 。 所 以 无 妨 设 ci:( 用 天 0. 这 时 考虑 第 一 


行 G1 (4) ,Ql2(4), ,a4m(4). 设 ais( 人 ) 关 0, 其 中 k>1. 作 aix( 男 三 
qi (an(4) 二 Tip(4), 则 ?ic(4) 二 0 或 者 Tie( 人 天 0, 但 古 degru(4) 
<de8ail( 全. 考虑 AQ15( 一 qx()), 则 有 
AQ Ir(— qr(4)) = 
Q11 (AM) oe a p(t) Tp (dd) qa,p+1(A) Ci) 
G21(M) 0 Aap 1(h) bor(d) Oak A) ». G2m (4) 


Qni1(7) 1 lan,g-1(d) dng (A) Gn pri CA) dnm(n) 
讽 7?;15(7) 二 0， 则 A814( 一 qz( 罗 ) 的 第 一 行 ,第 列 元 过 为 零 ， 设 
ig(M) #* 
Pi 天 0 再 作 AQ (一 9;(4))Pis -( ) 


兴 


) 由 于 0<degr,; 


(14) 二 degai1(). 所 以 将 4 变 为 为 一 4 和 矩阵 , 它 的 第 一 行 第 一 列 元 
素 次 数 降低 .不 断 地 用 这 个 办 法 作 下 去 .由 于 原来 degai(4) 有 


Di(4) 0 
限 , 用 昌 纳 法 便 证 明了 4 可 变 为 4 短 阵 ( 浅 ) 对 它 肘 第 一 


来 本 
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列 和 第 一 行 同时 用 同样 办 法 讨论 , 便 证 明了 4 可 变 为 4 矩阵 
bii(4) 0 “0 0 
0 Bos (A) »»» Dom(4) 


0 -baad) Dam 人 
其 中 b11(4) 关 0. 
若 存在 指标 j, ,其 中 2 过 7 志 mn,2 志 Em, 且 有 511() 除 不 尽 
byw(4). 考虑 4 矩阵 Bi(1)B, 则 有 
D11(4) bya(d) «*» bym(d) 
0, (DB- 0 pe:(%) ,.. Po | 
0 bioCA) DLA) 

和 前 面 一 样 的 办 法 ， 又 可 降低 第 一 行 第 一 列 位 置 元 素 的 次 数 ， 总 
之 ， 经 过 有 限 步 ， 便 可 将 4 化 为 4 和 矩阵 了 ， 其 中 D(1) 天 0， 电 
bi CA) by (A), 2 i Sn 2 二 8 去 mr， 

对 (2 一 1)x (m--1)4 第 阵 
b22 (A) ~ bam(A) 
B=| : : 小 
二 … 时 
作 初 等 变换 等 于 对 %x m4 和 矩阵 B 作 初等 变换 .所 以 由 归纳 法 便 
证 明了 nx ?m4 矩阵 可 经 过 一 系列 初等 变换 变 为 标准 形 


di(A) 
| | ) | 
| dA)) | 


0 0 
其 中 di(A) .od, (A) 关 0, 你 dU (Nd), “""y 4,(4) 的 首 项 系数 为 1， 且 有 
Cd dd (用 .由 秩 的 定义 可 知 7=Tank(4). 由 
行列 式 因 式 之 定义 可 知 标 礁 形 之 行列 式 因 式 为 
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D(A) =@(4), D,(4) =g1(A4) dA),*:, D.(4) 
=di(N ds(4):d (4). 
因此 证 明了 di(),…, 4,(4) 为 标准 形 的 不 变 因 式 . 由 引 理 13, 1. 4 
可 知 Q(4),…,d,() 为 4 矩阵 4 的 不 变 因 式 .证 先 . 
定理 13.1.3 nn 阶 可 道 4 和 矩阵 4 为 有 限 个 初 锋 4 方 阵 之 
证 ”由 于 作 和 初等 变换 等 于 左 乘 或 右 乘 初等 4 方 阵 . 所 以 定理 
13. 1.2 证 明了 存在 初等 4 方 阵 之 乘积 已,@, 使 得 
PAQ=diag(ad,(4),.…, dn, (CA)). 
由 定理 13. 1.1, 4 为 可 逆 4 方 阵 当 且 仅 当 det4 为 非 零 常数 ,所 以 
秩 为 .其 中 (DD dD, dri(OD Tda(d) ,dN), Ca 人 4) 
为 首 项 系数 等 于 1 的 非 零 多 项 式 ， 但 是 初等 方 阵 为 可逆 4 方 阵 ， 
所 以 detP, detQ 都 是非 零 常数 ， 而 
detA= (detP)-i(detQ) id (A) dh) .dn (4). 
由 于 det4 为 非 零 常数 ,所 以 证 明了 degdwi(4) = 0,1 委 J 委 2， 由 于 
di( 全 的 首 项 系数 为 1 因此 (4)= 二 1， 所 以 P48 二 71， 却 4= 
P QQ” 为 初等 4 方 阵 之 乘积 .证 完 ， 
定义 mxm4 从 阵 4 和 B 称 为 相 扼 的 , 如 果 存 在 zw 阶 可 逆 4 
怎 阵 己 和 勾 阶 可 道 4 和 矩阵 8, 使 得 
B= PAQ. 
引 理 13.1.5 4 年 阵 的 相抵 关系 为 等 价 关 系 . 
证 明 由 直接 验证 可 知 , 在 此 路 去 ， 
由 此 立即 有 
定理 13.1.4 设 4 算 阵 4 的 秩 为 r， 记 41(4)，gs(1)， 
a:《4) 为 4 的 不 变 因 式 组 , 则 有 
(WD)) dM), da 4) ld 1h) | dM). 
且 4 相抵 于 标准 形 
，3A3 » 


ad.(4) 
| : 
d(4) 


0 0 


因此 4 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 为 它 的 不 变 因 式 组 ， 所 以 4 矩 
阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 为 它 的 行列 式 因 式 组 
注意 在 上 面 建立 的 理论 中 , 可 限制 在 有 理 数 域 ,实数 域 及 复数 
域 上 分 别 讨论 ， 而 结果 是 完全 相同 的 .下面 限制 在 复数 域 上 讨论 . 
由 代数 基本 定理 .所 以 可 以 给 出 / 
定义 设 届 (4), ds(4)，…，d;() 是 秩 为 7 的 nxm4 矩阵 4 
的 不 变 因 式 组 , 则 / 
di (4) = (4—A) (A— A) 2 (AA ) es, 
da(2) = (4—A) (Ad). (4—A) 2, 
Qi (2) = (4A—A) rAd). (4A), 
其 中 es 为 非 负 整 数 , 1 和 ;入 r,1 生 /入 s, 且 
erj 这 Er- 这 "全 21j 之 0, J 二 1,2,…, 5， 
叉 入 ,4 和，…, 4 为 不 同 复数 . 
我 们 称 多 项 式 集 
{(4 一 41)20 eisA0, 1 ISs, lir)} 
为 4 矩阵 4 的 初等 因 式 组 ， 每 个 多 项 式 (14 一 427) er 天 0 称 为 4 
矩阵 4 的 初等 因 式 . 
定理 13. 1.5 2 xm4 矩阵 的 秩 及 初等 因 式 组 完全 决定 了 它 
在 相抵 下 的 标准 形 , 所 以 它们 是 相抵 下 的 全 系 不 变量 . | 
证 ”由 于 不 变 因 式 组 为 nxm 4 人 矩 帮 4 在 相 振 下 的 全 系 不 变 
量 , 所 以 只 要 证 明 可 以 用 4 的 铁 ” 及 初等 因 式 组 {(4 一 和)"i，i 二 
1,2,…, Rj 了 二 1, 2,…, Sh1，,…，4, 两 两 不 等 } 求 决定 4 的 不 变 因 
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元 组 外 可， 已 知 4 的 不 变 因 式 组 为 由 (和 9 4.(2). 由 于 (4 
da 人 4， pr 有 |0 人 (4 所 以 将 mi ma …，Wrji 按 顺序 排 为 
er 之 er-iy 之 之 er-aiilj>0. 记 Cr-npi™—"*" 一 el 一 0 一 1 2 
s. 于 是 有 
erj 之 er-1,1 写 … 之 211 字 0,) 二 1, 2,，…，S， 
内 此 
dD = 4A) A 
Qh) = (AoA ) A A) rm A A ) re, 
UN)= Me— A) A A) .Ae A ) es. 
所 以 Q1(4),…,dr(4) 为 4 的 不 变 因 式 组 . 显然 它 由 初等 因 式 组 唯 
一 决定 .证 完 . 
下 面 给 出 计算 初等 因 式 组 的 方法 ， 
定理 13.1.6 设 关 xm4i 集 陈 


f1(4) 
. 0 


fr(4) 
: 0 0 
的 秩 为 7, 其 中 (4),…, 了 f.(4) 为 韭 零 多 项 式 ， 设 

f(D =a(A— A (Ah) 1 
中 a, 为 有 (人) 之 首 项 系数 ,4,4o,…, 4 为 s 个 不 同 复数 ， fi; 为 非 
信 整 数 ,? 二 1,2,…,7, 7 二 1, 2,…,s. 则 

人 4 一 4 和 fisF¥0, 1<i<r, 1<I<s)} 

为 4 的 初等 因 式 组 . 

证 ”我们 来 计算 2 xm4 竺 阵 4 的 行列 式 因 式 ， 由 定义 可 和 


PW= FD, FD)= TAA) sD, 
1=1 
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2 (用 三 广 ( 用 万 (4 1<si< 委 7 的 最 大 公 因 式 


8 。 

(A— A ) <tr FH) 
| J 
1j=1 


D,(4) = fi (A fi, (Mf;, (NN), 1 委 1 二 ?< 二 和 和 委 7 的 了 最 大 
公 因 式 ， 


所 以 有 


人 了 


DWD= TE 4) i / ， 
了 了 一] 


t=1,2,.…,7. 
将 7 固定 ,将 f1, fz;,…, fr; 按 大 小 次 序 重新 排 为 
0<ely 人 ej), 
min (fiist fi) = et ert te 


l&$ < Pr 


取 j=1, 2,…, S, 便 证 明了 
D, (4) 一 六 《44 一 用 7 和 t=1, 2, 7。 
了 一 1 


因此 t 阶 不 变 因 式 


一 D(A) 一 -一 ei; FF 一 
4D = -tl 2 


这 证 明了 
{(A—A) si, eA0, t=1,2,.,7,)=1,2,.……, 8)} 
= {MA fi t=1,2,.,7, 7=1,2,.…, §} 
为 4 的 初等 因 式 组 ， 证 完 . 
定理 13.1.7 设 4/ 为 nxm4 窍 隆 ，4, 为 pxg4 算 阵 ， 则 


(2 十 2) x (m -9)4 矩阵 
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A ) 
4=( 
0 4:/ 


的 全 部 初等 因 式 由 41 的 全 部 初等 因 式 和 4s 的 全 部 初等 因 式 合并 


而 成 ， 
证 ”由 定理 13. 1. 4， 存 在 可 着 4 方 阵 P",@'™, Re， 


使 得 


di (A) 
. 1 
和 dD 
0 0 
fr) 
1 ”…， 0 
RA,S =-| \ 4 (1) » 
0 0 


其 中 ?+ 二 rank(41), s 二 rank(4;). 于 是 证 明了 4 相抵 于 4 定 阵 


li (4) 
下) 
\ drzrs tA) 1 


0 0 
由 定理 13.1.6， 便 证 明了 4 的 初等 因 式 组 为 4; 的 初等 因 式 组 拼 
十 4; 的 初等 因 式 组 .证 完 ， . 


习题 13. 1 
1， 设 Hl 种 ; 为 8 阶 Hermite 方 阵 ， 试 证 : 外 方 阵 了 H| 十 A 于 ; 的 不 蛮 
因 式 为 实 系 数 多 项 式 .， 


< 给 定 妈 个 整数 di 02s "9 Cn, 设 它们 的 最 大 公 因 子 ， 
(qs es a) = 
试 证 ; 存在 一 个 行列 式 等 于 4d 的 % 阶 整数 方 阵 ， 以 a1，…，4an 为 指定 的 行 


或 列 
ee 3S 


3， 示 整数 为 元 素 的 nXm 盾 阵 称 为 整数 矩阵 ， 试 仿照 4 算 阵 的 理论 来 
寻 立 加 数 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 。 即 定义 行列 式 因 子 ,不 变 因 子 和 初等 
因子 .定义 初等 变换 ,相抵 以 及 求 相抵 下 的 标准 形 和 决定 整数 矩阵 在 相抵 下 


的 全 系 不 变量 。 这 里 要 注意 的 是 : 整 数 方 阵 可 逆 当 且 仅 当 它 的 行列 式 等 
卫士 1 


§ 13.2 复方 阵 在 相似 下 的 标准 形 


在 37.2, 我 们 已 经 给 出 了 复方 轿 在 相似 下 的 Jordan 标准 形 . 
但 是 在 实际 计算 Jordan 标准 形 时 , 产生 了 困难 .这 一 节 利 用 4 佐 
阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 ,给 出 复方 阵 在 相似 下 的 Jordan 标准 形 
的 具体 计算 方法 ， : 
5j 理 13.2.1 设 D 为 n 阶 常数 复方 阵 ，7T( 力 为 n 阶 4 方 阵 . 
则 了 唯一 存在 羡 阶 4 方 阵 了 T 了 (4),T,(4) 及 % 阶 常数 复方 阵 T, 人 使 得 
T(A)= 7—D)T (N+T=7T,N QT—D) ET,. 
证 由 于 4 和 抢 阵 的 每 个 元 素 为 4 的 多 项 式 , 所 以 
T (N= 知 A Ty ATT, 
其 中 To Tj, ,Tm 为 天 阶 稍 数 复方 阵 , 又 To 天 0. 于 是 
T (N= A1—D) AT0) 十 知 -10DT +T,) 
上 Am- 
对 mx 作 归 纳 法 ， 便 证 明了 存在 % 阶 4 方 阵 Ti()D 及 %w 阶 常数 复方 
隆 卫 , 使 得 和 (4) 一 (47 一 万) 人 (4) 十 T. 
再 证 瞧 一 性 ， 今 去 
T (N=T—DT N+T= 47 -D9,.(4) +0, 
其 中 了 1 (人 ),81() 都 是 有 %w 阶 4 方 阵 ,T,Q 都 是 了 阶 常数 复方 湛 , 于 


_. 


AT—D) TN ON) YO—T,. 
这 20( 人 = 三 @ 人 (有 目 然 有 了 三 已 世人 (用 天 人 4) 于 是 
TI(A) O(N =RTo A TT,, 
* S54. z 


其 中 To 关 0,T1,…,T, 为 n 阶 常数 复方 阵 ， 而 
(A1—D) WTF 
一 —7. 
其 中 仿 ,,…, 人 ,1 为 4 阶 常数 复方 阵 ， 双 方 比较 4 之 系数 , 便 证 明 
了 To 二 0. 这 和 To 闫 0 了 矛盾， 所 以 证 明了 分 解 唯一 性 . 

考虑 T(4)',D', 则 有 了 了 (4)'= (A417 一 D')Ts(4)'+'， 双 方 取 转 
置 , 便 证 明了 7T(4) ==7,() (41 一 D) 十 XY. 证 完 . : 

定理 13. 2. 1 4% 阶 复方 阵 4 和 8B 相似 当 且 仅 当 % 阶 4 方 阵 
4141 一 4 和 A471 一 B 相抵 . 

证 设 4 和 8B 相似 ， 即 存在 % 阶 非 异 常数 复方 阵 P， 使 得 
BP-'AP. 于 是 有 N11 一 8 一 P-i(41 一 4)P. 这 证 明了 4 一 4 和 
X41 一 B 相抵 . 

反之 ， 车 入 一 4 入 一 8 相 振 ， 所 以 存在 4 阶 可 逆 4 方 阵 
P(4) 及 8(2), 使 得 

(41—B)Q(4)=P() (CT— A). 
目的 是 证 明 4 和 B 相似 . 为 此 ,利用 引 理 13. 2. 1, 所 以 有 
P(4)=(A1— B)P.,(A) 十 三 ， 
P(4)- = (41— A)R(M4)+R, 
Q(1)=0,(1) (41— 4)+0Q. 
于 是 有 PR==7, 即 P 非 异 , 且 P-!=R. 事 实 上 ,由 
=P(A)P(A)T =P)L TA)R (A) +R] 
=P(14)(47— A)R(4) -+ PCO)R. 
由 于 P(4)(41 一 4)= (41 一 B)98(4), 代 入 有 
1= (47—B)O(M4)R (4) 十 (AIT—B)P,(A)R+PR 
— (117—B)T(A)+PR 
其 中 了 ()=@(4)R1(4) 十 P, (4) 有 RR. 我 们 来 证 T(4)=0. 设 若 不 然 ， 
则 有 
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(4 和) 二 在 1 十 下 -7 十 十 也 
其 中 了 0 天 0, 7 人 为 % 阶 常数 复方 阵 ， 代 入 ,有 
T= (A1—B) COAT+FAIT + + 7,) +PR 
一 44+17 十 4 十 … 十 到 ,十 PR， 

其中 人 Di4i 为 4 阶 常数 复方 阵 , 比较 4 之 系数 , 有 To 二 0. 
这 和 To 关 0 了 矛盾, 所 以 证 明了 T(4) =0. 因此 PR=17, 即 detP 天 0 
且 R=P-. / 

现在 来 证 明 B= 一 PAP"…. 事实 上 ,由 

(47—B)Q(4)=P(4) (47 一 4)， 
有 
(A —B)LO.(NWD OAT—A)T+Q=LAT—B)P (MA) 十 PP(47 一 4) 
印 有 
(A1—B)(P(4)—091(2)) (41—A)= (41— BO—P(I— A). 
我 们 来 证 P1(4) 一 8Q1(4) 二 0. 设 若 不 然 , 则 
P(N) —01(4) =7T, FA 十 … 十 TV，， 
其 中 人 Do 关 0, 人 了,…, 了 了 ,为 Rn 阶 第 数 方 阵 ， 代 回 原 式 ,所 以 等 式 左边 
关 填 4 的 最 高 次 项 为 在 ”To， 等 式 右 边关 于 4 的 最 高 次 项 为 
4( 人 一 忆 )， 由 了 天 0 便 导 出 和 矛盾， 所 以 证 明了 已 (4) 一 QiC4) =0， 
因此 有 4(8 一 P) 十 PA4 一 BQ 二 0. 所 以 8 二 P,P4= 二 BQ. 这 证 明了 
A=P-1B8Q =P-1BP. 

至 此 证 明了 4 和 B 相似 ， 定 理 证 完 . 

由 定理 13.2.1 和 §13.1, 所 以 有 

定理 13.2.2 zn 阶 复方 阵 4 和 BB 相似 当 且 仅 当 % 阶 4 方 阵 
47 一 4 和 和 41 一 B 的 初等 因 式 组 相同 

且 我 们 可 以 自然 地 引进 

定义 给 定 ? 阶 复方 阵 4， 则 % 阶 4 方 阵 林 一 4 的 行列 式 因 
式 , 不 变 因 式 , 初 等 因 式 分 别称 为 1 阶 复方 阵 4 的 行列 式 因 式 \ 不 
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变 因 式 , 初等 因 式 ， 

干 是 求 % 阶 复方 阵 4 在 相似 下 的 标准 形 的 问题 可 以 变 为 先 
计算 姬 一 4 的 行列 式 因 式 , 再 算出 不 变 因 式 ， 从 而 算出 初等 因 式 
组 .或 者 用 初等 变换 将 4 阶 和 4 方 阵 4 一 4 化 为 对 角形 ， 再 将 对 角 
元 素 分 解 为 一 次 因 式 之 乘积 ， 从 而 定 出 了 41 一 4 的 初等 因 式 组 . 
然后 ,我们 设法 造 出 一 个 4 阶 复方 了 泗 7, 使 得 它 的 初 靠 因子 组 和 给 
定 的 初等 因子 组 相同 , 由 定理 13. 2. 2, 便 证 明了 它们 相似 ， 当 然 ， 
我 们 并 没有 给 出 好 办 法 来 计算 非 异 复方 阵 已 , 使 得 J=P™ AP. 

在 下 面 我 们 将 上 面 描述 的 过 程 , 严格 地 表达 如 下 : 

引 理 13. 2.2 给 定 复数 4 及 月 然 数 eo, 则 no 阶 复方 隆 


以 {(4 一 40)“° 为 初等 因 式 组 ， 所 以 我 们 称 yo 为 由 初等 因 却 
(4 一 术 )“ 决定 的 Jordan 块 . 

证 令 eo 阶 4 垂 阵 

1 一 轴 一 1 
47 — Jo= _ 
/一作 

它 的 行列 式 因 式 分 别 为 

D(A)=1,Ds(A)=1,, Dei(W=1, Do (Ng)=(4—A)" 
有 以 它 的 不 变 因 式 分 别 为 

dM)=1, dM) = de (MA)=1, do (和 三 (4 一 4 
因此 47 一 属 的 初等 因 式 组 为 {04 一 4o) .证 和 完 ， 

定理 13.2.3 设 % 阶 复方 阵 4 的 初等 因 元 组 为 
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{(4 一 让)2， CAMA), (M4—A,)°:} 
其 中 eb … es 为 自然 数 , ,ja， 2 为 复数 ,它们 可 能 有 相等 的 ， 
则 有 
el 二 82 十 … 十 et 一 7 
且 这 时 4 必 相 似 于 准 对 角形 
J=diag(J i, ,J ), 
称 为 4 的 Jordan 标准 形 , 其 中 
A 1 \ (84;) 


Je 一 


hs; 
为 由 初等 因 式 (4 一 41)*' 决定 的 Jordan 块 ， 且 不 计 Jordan 块 的 
排列 次 序 , Jordan 标准 形 唯 一 ， 

证 由 于 det(21 一 4A) 二 加 十 qj 十 … 十 qn 为 非 零 多 项 式 ， 
所 以 A 一 4 的 秩 为 %， 记 41(4),…，dn(4) 为 它 的 7% 个 不 变 因 式 ， 
则 有 det(47-- 4) 王 cod1(4)dz(4)…ds(4), 其 中 co 为 非 零 复数 , 但 
是 (0),…,4dn(4) 的 首 项 系数 都 等 于 1， 所 以 证 明了 co=1. 由 初 
等 因 式 组 的 定义 可 知 

det(A1— A)= (4—A) (AA) (A— A) 
双方 比较 次 数 , 便 十 明了 

el 十 ez 十 … 十 el 一 和 
由 定理 13.1.7 可 知 

AI WM—J=diag(Al D0 一 DA7020 一 320 ) 
的 初等 因 式 组 为 4 一 JYD,… ,A470 一 J 4? 的 初等 因 式 组 之 并 
集 ， 由 引 理 13. 2. 2 可 知 它们 是 {(4 一 4 和， (4 一 40) 这 证 明 
了 4 和 J 的 初等 因 式 组 相同 ， 由 定理 13.2.2， 所 以 7 阶 复方 阵 
4 和 Iordan 标准 形 jy 相似， 
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又 将 Jordan 标准 形 J 的 准 对 角 块 次 序 改 变 ， 但 是 急 洁 因 式 
组 仍然 相同 ,所 以 由 定理 13. 2. 2 可 知 它 们 仍然 相似 ， 证 完 . 

注意 1 虽然 , Jordan 标准 形 为 上 三 角 方 际 ， 对 角 元 素 构 成 
RR 阶 复方 阵 4 的 所 有 特征 根 . 县 同一 特征 根 可 能 在 几 个 Jordan 块 
中 出 现 ， 所 以 Jordan 块 的 阶 数 不 超过 相应 特征 根 的 重 数 . 

注意 2 可 以 有 各 种 标准 形 ， 即 由 于 初等 因 式 (M4 一 40)” 的 
Jordan 块 


4， 1 ‘0) 
1 
1 
相 代 了 下面 的 简单 方 阵 : 
No (20) 
1 : 
“i 
1 


所 以 我 们 也 可 以 取 这 种 下 三 角 方 阵 为 Jordan 块 . 在 加 关 0 时 , 它 还 
可 以 相似 于 下 面 的 简单 方 阵 : 


1 1 (20) 
/0 J 
i 
这 只 变 计 算 4 方 阵 
| 1 ‘°0) 4 一 40 一 No 
HA7e0 一 : 二 二 | 
“ss l — ho 
1 A-—/ho 
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的 行列 式 因 式 , 便 能 证 明 这 个 断言 . 
下 面 利用 定理 13. 2.1 的 证 明 玉 给 出 2 阶 非 江 复方 阵 己 的 一 
种 计算 方法 . 
定理 13.2.4 给 定 # 阶 复方 阵 4， 设 J 为 4 的 Jordan 标准 
形 , 即 存在 一 系列 初等 变换 , 可 将 4 方 阵 47 一 4 变 为 4 方 阵 MI 一 J. 
换 句 话说 , 存在 4 阶 可 逆 4 方 阵 P(4) 及 9(4) ,使 得 
P(N AT- AQ =AU—J. 
记 
P(A)=XPo 一 和 -LIP 十 ,十 PP， 
其 中 Po 天 0, Pi P, 为 n 阶 常数 复方 阵 ， 则 
已 一 JP 十 JIP 十 十 己 
有 detP 关 0, 且 
PAP-!=.. 
证 今 存 在 2 险 4 方 阵 P1(4) 及 nn 阶 常数 复方 隆 P， 使 得 
/ P(N) =(A1—J)P,(N) +P. 
由 定理 13. 2. 1 之 证 明 可 知 detP 关 0， 且 PAP-!=J. 所 以 问题 化 
为 给 出 了 由 J 决定 的 明显 公式 ， 为 此 , 记 
忆 (1) 一 大 -ID 十 大 -2 万 十 十 站 
其 中 Do 关 0, Di,…,D,-i 为 及 阶 常 数 复方 阵 ， 所 以 由 
P(A)=APo+N-iPi+ + P= (A—J) P(N +P 
= (47 一 J) CX-Do+ NDi++D,.) +P 
=AtDo taiD TD) + +ACD, ,ID ) +P-ID,... 
双方 比较 同类 项 系数 , 则 有 
Dp,=P, 
Dp,—JD,=P,, 


D,-1—JD,-2=P,.i, 
* 360。 


P—JD,_,=P, 
依次 消去 Do, D1,…,D,_1, 便 有 
P=P,+JD,., 
=P,+J(P,1+JD, 2)=P,4JIP,1+JD,., 


一 忆 , 十 JP 十 JP 十 十 JP 
证 完 . 

Jordan 标准 形 有 很 多 应 用 ， 下 面 给 出 几 个 应 用 . | 

定理 13.2.5 7 阶 复方 阵 4 的 极 小 多 项 式 为 4 方 阵 41 一 4 的 
第 ?个 不 变 因 式 &v (4)， 

证 由 于 在 相似 下 极 小 多 项 式 不 改变 ， 所 以 我 们 只 要 证 明 
Jordan 标准 形 了 的 极 小 多 项 式 为 4 方 阵 47 一 了 的 第 2 个 不 变 因 
式 Un( 们 就 行 了 ， 设 

dn(A)= (hm—A) AA) (dm A)’, 
其 路 ,42,…, hs 为 不 同 复数 ,了 , f2，,…， fs 为 自然 数 ， 且 Jordan 
标准 形 的 任 一 初等 因 式 必 形 如 (2 一 入) 其 中 1 三 1; 过 fy. 由 它 决定 
的 Jordan 块 为 


(4 ]) 


因此 


fA 1 (1)) (f)) 0 1 (2) 0) 
. . — AT | 昌 . 


一 0. 
/ \ 1 | 1 
2 J 0 
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jj4; 1 人 


4 

显然 , ga(diag(Jb Ts)) 二 diag(d; (J),…,d,(J,)). 这 证 明了 - 

4 (7)=0. 记 v 的 极 小 多 项 式 为 (0 ， 则 有 mm(1z (所 以 
m(D = (4—A)™ Ah) "4 )™, 

其 中 mb … ms 为 非 负 整数 ， 且 0 过 mj 过 f;, 1 之 j 过 s， 由 极 小 多 项 

式 的 定义 ,， 有 mm(J)=(J 一 4D™(J 一 4 "(J 一 术 .Dm=0. 所 

以 由 初等 对 国 式 (4 一 4,) i 决定 的 Jordan 二 


广 1 (Cf);) 


有 IC) 一 (， j=1, 2， ”5 人。 即 有 
0=m(77) = (TA) TAT ) mL) 


fj;— hl 1 m1 全 一 各 1 92 4 一 A ] 1 > 
] | ] Pi ] 
4 1 4 一 入 4 一 儿 
一 加 
当 广汉 入 ， 则 1 韭 异 ,=1,2,…,j 一 1, jl 
这 证 明了 


* 了 了 02 。 


即 证 明了 fym;, y=1,2,.**, 8. 由 于 mW | a, (人 人， 所 以 fj 之 mi， 
] 一 1 2，…，3. 因 比 f;=my, 7 一 工 ， 2，… 了 2， 最 有 m(4) =4, (4), 
证 先 ， 

定理 13.2.6 任 一 复方 阵 为 两 个 复 对 称 方 阵 的 乘 宫 ， 有 旦 可 指 
定 其 中 一 个 为 非 异 的 . 

证 给 定 % 阶 复方 阵 4， 记 J 为 4 的 Jordan 标准 形 ， 所 以 
存在 % 阶 非 寞 发 方 阵 P, 使 得 

忆 - 4P=y 一 diag(J nD, ,70), 


其 中 
1 1 1 
J et) 一 和 
] 1 / 
2 1 : 
人 名 
1 
Ap 
A 1 
记 


1 
| , 外 


它 为 ee 阶 对 称 方 阵 , 且 8z = 人 St 又 


SI 一 
A 区 
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仍 为 er 阶 复 对 称 方 阵 ， 记 
S=diag(S, ,0 Sn) 

为 到 阶 对 称 方 阵 , 则 5S7 J 仍 为 复 对 称 方 隆 , 即 有 
8S-IJ =(9-1J)'=J'8-. 


所 以 有 
S-'P 4P=P4(P) 3- 
记 
8 一 ( 忆 ) 12S PA, 
则 


Ss=A(P) SP l=(P)-!S-iP-!A=S,, 
Rs 为 于 阶 复 对 称 方 阵 ， 记 
4S 一 PSP 

则 人 :为 非 兄 复 对 称 方 阵 , 且 有 4=SiS:. 

考虑 n 阶 复方 阵 4, 则 4'=Ss54, 其 中 53 为 了 阶 非 异 复 对 称 
方 隆 , 5S, 为 n 阶 复 对 称 方 阵 . 于 是 4= 655s. 这 证 明了 阶 复方 阵 4 
可 分 解 为 两 个 阶 复 对 称 方 阵 的 乘积 ， 且 可 指定 其 中 一 个 为 非 异 
的 . 证 气 . 

定理 13.2.7 给 定 Jordan 标准 形 

=diag(J ,ed 0), 
其 中 
A. 1 (er) 


J En = 


,k=1,2,..,. 
1 


\ A 
设 % 阶 复方 阵 B 和 J 可 交换 ,将 B 和 J 一 样 分 块 为 


bi 0 
已 二 : : 多 


Ba Bi 
人 364 . 


则 有 
(1 ) es Mj; 时 ， Bj =0; 
(2) 当 诡 = 二 机 ,ej 之 es 时 ， 


Un 六 是 恒生 0, 


cp-1 \ 
, : I er—l 
Bjs = ] -人 DiV 
. ] 1 :=0 » 
bo | \ 0 
0 
(3) 当 外 = ej 二 e; 时 ， 
bo bi boe,,, 
ej-1 
B=| 0 =[0 2 biN'), 
和 bi i=0 
bo 
0 1 
其 中 50,51,… 是 任意 复数 ，N = 
0 


证 由 JB=BJ, 所 以 有 JiByg==BysJ ,1 所 J,Vt. 记 


/10 “°° Glie, 


2 : : 
z Leil ”Coeies 
:村 J Bir 一 Bird gs 有 
1 0 十 gl hile 十 G2e, | 


人 机 Mjle -10r tT Aeses 
je ji 机 Nae ,e, 
fe Qi 十 如 03 和 bi es-1t MeG1e, 


rt 
pe 


, 
Mille ide TF hdess … Geyer-1t Mele,e, 
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如 有 
[hi~—Ai) a as (Nj—Ah) a : 十 022 一 Gil 


(hj— Ar) Ge i- 19 IT Oe, (Nj—Ai) ae, -12 让 Ce is Ge,-1,1 


(Ny — hs) ae (4; — Ax) deja Gen 
“(hi Ni) re, 二 tye, ~ Gise,—!1 


OA ) de -1 er | Uo ep™ Gej-1ser™l 


(AA)dee, ~— de,er-! 
当 力 关机 ,看 最 后 一 行 ; 则 有 46 二 0, 所 以 46 ,二 0,…, Ge ye, 二 0。 

再 人 外 最 后 一 行 依次 考察 到 第 一 行 , 便 证 明了 Bjs=0. 

当 4; 二 hx, 同样 从 最 后 一 行 依次 考察 到 第 一 行 , 于 是 有 
Qe l=" = de ,ei =0, di 一 "二 Qe .i 二 0， 
Gps = dp-1y a-1, P=2,.*:, 8);, 9 一 2 …， el， 

分 别 在 ey 之 er, ef<ek 这 两 种 情形 来 考察 ， 便 证 明了 定理 ， 证 完 . 
在 结束 这 一 节 前 ,我 们 给 出 实 方 阵 在 实 相 似 下 的 标准 形 . 
定义 ”两 个 2 阶 实 方 阵 4 和 B 称 为 实 相 似 的 , 如 果 存 在 非 蜡 

实 方 阵 了 使 得 B=P-!A4P. : 
5j 理 13.2.3 实 方 阵 的 实 相似 为 等 价 关 系 . 
定理 13.2.8 zn 阶 实 方 阵 4 和 B 实 相似 当 且 仅 当 它们 相似 ， 
证 由 于 实 相 似 为 相似 ， 所 以 只 要 证 当 4 和 B 相似 , 则 必 实 

相位 , 今 存 在 2” 阶 非 虹 复 方 阵 己 + 一 19, 其 中 了 和 9 为 实 方 阵 ， 

使 得 

(P+tM—IQ IA(P+N/-10)=B. 
于 是 4P 十 WV 一 148@8= PB 十 MV 一 18B， 由 于 4,B, P,Q 为 实 方 阵 ， 
此 县 
AP=PpB, AQ=0B. 
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所 以 任 取 实 数 1, 则 有 
A(P--10) = (P+:10)B. 
今 P+i8 为 nn 阶 实 方 阵 ,而 
det(P--1Q) 一 at -tat lt. + a,. 
到 $= NV 一 1, 则 有 det(P-F 和 一 18) 去 0, 所 以 证 明了 det(P-10) 
为 非 零 多 项 式 , 次 数 不 超 过 n， 它 至 多 有 ?个 不 同 实 根 ,所 以 存在 
实数 to 使 得 to 不 是 根 ,; 妈 有 det(P 二 to8) 关 0。 所 以 P+ 为 1 
阶 非 异 实 方 阵 , 且 有 
B= (P+#0)-14A(P+10). 

这 证 明了 实 方 阵 4 和 B 实 相 似 、 证 完 ， 

引 理 13. 2.4 设 {(4 一 4 号 ，…, (4 一 A410) 为 nw 阶 实 方 阵 4 
的 初等 因 式 组 ， 则 {(4 一 4 (4 一 4 也 是 4 的 初等 因 式 组 ， 

证 对 41 一 4 作 初 等 变换 化 为 对 角形 diag (41(4)，…， 
dn《2)), 其 中 (和 D142 和 D),…, dn-1(4)14(), 由 作法 可 知 : 当 4 为 
实 方 阵 , 即 杂 一 4 由 实 系 数 多 项 式 构 成 ， 则 标准 形 也 由 实 系数 多 
项 式 构成 , 所 以 不 变 因 式 组 {l (4)，…，da (4)} 全 是 实 系 数 多 项 式 ， 
这 证 明了 初等 因 式 组 中 奋 有 (4--40) 则 必 有 (4 一 区 0) 证 完 . 

定理 13.3.9 2 阶 实 方 阵 4 的 初等 因 式 组 为 


CHA), (Mh), 
(M4— rt1)1, *， (4—7To) Ys, (4 一 了 |)91， “ (M4— TT,) 4 
其 中 Ni， 4 为 A 的 非 零 实 特征 和 祖 ， 7T1? ”7 了 为 A 的 复 特 征 和 起 ， 
其 中 虚 部 都 大 于 零 . 所 以 


一 了 i 


T7 一) 9 1 过) 过 g. 
这 时 4 有 实 Jordan 标准 形 
J =diag(N DD, NED ATHD FNGD, es 十 (人 0， 
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ri.L (0,) (7 ， "sg raoL (4s) (“99)), 


Y 
v/ 


eeosg Msing 
.00) -人 


— Msing Neosh 


0 1 | 


N= | M=1+N. 
0 


i 


证 由 5| 理 13, 2. 4， 所 以 实 方 阵 4 的 初等 因 式 组 如 定理 所 
述 , 因此 4 相似 于 Jordan 标准 形 


diag(N‘°»), … es AT) NG *, A 十 NG ， 
TOD 人 GD TTD 十 NGD， .rol 90) 十 Wo ForeoD 十 No 
由 定理 13. 2. 8， 我 们 上 只 要 证 明 diag(r7(e) -H Ne ,77(e) 十 Nee ) 有 和 
7L(0)“% 相似 就 行 了 , 其 中 t=rev 不 是 实数 .事实 上 ， 
1 i/r 1 1 


T TT T 
] 一 TOZ 2 十 AN) 一 To)， 
Te-! T Te ! 
1 -1 1 1 
二 TT 地 
~—TM‘®., 
| 
\ To! T T°! 


所 以 diag (rN ,57 十 WO), 相 似 于 diag(rM ,TMM 中) 


而 
入 7 一 一 一 ~- \ NM 上 一 一 一 一 
a 一 V 一 171 0 ) l [ -v= 
~/ —— 上 / 9 -一 -上 
4 ~、=77/ 0 TMH ~ 7 一 1 


加 (一 | 7 1 (ea 一 人 


儿 一 ， 一 一 17 人 FM /lz M 


上 358 项 


-( (Re(T))M (lIm(r)MmM \_1L(0) 


一 (Jm(r))M (Re(z)) 
这 证 明了 diag(z 开 7) 和 7 人 相似 ,所 以 7 人 和 由 ag(r7 十 
NN 5 二 AN) 相似 .至 此 证 明了 定理 ， 


习题 13. 2 

1]， 一 组 两 两 可 交换 的 方 阵 如 果 都 相似 于 对 角 阵 ， 则 它们 能 同时 经 过 一 
个 非 异 方 阵 己 相似 于 对 角形 . 

2， 试 证 ; 存在 置换 方 阵 已 ,使 得 


《ai ) 机 (2 了) (Qi2) oe (als®) 
P : : pi!= : : ， 
(GD) 《6 ) (GEP) we (a) 


{uy (11 1m)} 
Ql” oa") Qu dw 

(da 9) 一 | : : (as )=| : : ， 
Cut) a Cap) a oo QTm) 


利用 这 一 事实 , 试 证 下 列 方 阵 互 相 相 似 : 


其 中 


(ny) (mn) 
QQ 入 nn 
) 了) 1") Mm)} mn) 
Tn) “ 。 
。 了 » Mm 用 
\ Tn) 
0 Mm) ‘2mr) 1 Pp Ee (2mn} 
f(x oo ) Ra 
“ 多 Ek 。 多 
@ 2 天 
Mm 0 R 
其 中 
aem =~diag(( 0 1 四 0 1 让 
1 0, 1 0 
(lii) 震 


。 了 59。 


-A'n) (n) 
dct( 人 jz0， 
Cn) Dm) 


:天 证 ， 


人 
人 


其 中 Al, 42， "A, B, 也 
方 阵 . 
3， 试 证 ; 4 相似 于 对 角形 当 且 仅 当 4 的 初等 因 式 都 是 一 次 的 . 
4， 坛 证 : 适合 条 件 4?== 了 的 方 阵 都 相似 于 对 角形 . 
/0 1 \ 
5， 试 求 wz 的 Jordan 标准 形 ,其 中 NO 弹 | 
\ 0 ， 
6， 设 4 为 及 淮 方 阵 ， 且 tr4=0， 试 证 ，4 相似 于 有 阶 方 阵 B, 共 中 8 
屿 对 角 元 素 都 是 零 ， 又 存在 有 阶 方 阵 革 ,了 ,使 得 
[X,Y|=XY—rYX=A. 
7?， 设 4 为 nn 阶 方 阵 , 记 4m"= (a 四),m 二 1,2,…。， 设 兰 存 在 正 数 以, 使 得 
1a | < 二， 2 一 1 2 NR M1,2,. 
则 4 称 为 宏 有 界 方 阵 . 试 证 : 4 为 短 有 界 方 阵 当 且 仅 当 4 的 畦 征 扣 的 本 二 1， 
且 借 为 1 的 畦 征 根 的 初等 因 式 都 是 1 次 的 . 
8。 让 证 ; 任 一 方 阵 和 它 的 转 置 方 阵 都 相似 ， 
9， 设 4 和 B 都 是 % 阶 方 阵 , 8. det4 关 0， 试 证 ，4B 和 B4 相似 ， 
10。 设 和 4 的 特征 根 都 等 于 1 , 试 证 ， 4 和 4 的 任意 方 冠 都 相似 . 
11， 给 定 台 个 n 阶 非 零 方 阵 4j4,I,5 二 1,2,…,n。 设 有 
AijApg = 0;pAiq, 2, J), D9=1,2,'.,% 
试 证 ; 存在 % 阶 非 异 方 阵 P, 使 得 
PA,P=B,;, 1,7)=1,2,.,N, 
其 中 Bi; 为 第 i 行 , 第 7 列 元 素 为 1， 共 余 元 素 为 零 的 4 阶 方 阵 , 
12， 给 定 自 然 数 p, 试 定 出 所 有 7 阶 方 阵 4, 使 得 4 和 A? 相似. 
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/ 
机 
CiC2， "Cm D,, D,,'**， Dn 都 忆 [ iY 


nn? 


13. 设 A4 和 B 分 别 为 及 阶 及 台阶 方 阵 ， 玉 为 rm 个 独立 未 知 数 构成 的 
nXm 年 阵 ， 什 么 时 候 算 阵 方程 


A4X=XB 
有 非 替 解 剑 ? 
14， 试 证 :存在 一 个 % 阶 非 异 方 阵 了 ,使 得 它 可 同时 使 所 有 轮 角 方 阵 
Go al C，_1 
Cn-l Uo dn_2 
a Qs ，… 6 
相似 于 对 角形 . 


15， 用 归纳 法 定义 (sy ss， … sm) 轮 旬 方 阵 如 下 ;: 当 入 二 1 区 为 通常 的 si 
阶 轮 带 方 阵 ， 假 设 已 定义 好 (sm，Sn-) 轮 角 方 阵 。 我 们 称 4 为 (so82 py 
sm) 轮 迎 方 际 ; 如 采 

Bp, B, a Be, -i 
Be _!1 Bo se Be _s» 


EE, BB, 4» B, ， 
其 中 B,, Bi, Boni 都 是 (s1, 5;,，…,sm-1) 轮 回 方 阵 ， 试 证 : 
(i) A 为 n= 二 siSo'*Sm 阶 方 阵 ; 
(ii) 存在 % 阶 非 异 方 阵 了 了， 使 得 它 可 同时 使 所 有 (si, ss，…, Sm) 轮 表 方 
阵 相 似 于 对 角形 ， 


$13.3 方 阵 函 数 和 方 阵 竹 级 数 
这 一 节 也 是 Jordan 标 谁 形 理 论 的 应 用 ， 我 们 只 光碟 复 数 域 
的 情形 ， 为 了 引出 方 阵 纯 函数 的 概念 ， 我 们 先 讨 论 方 阵 多 项 式 
区 数 . 
给 定 1 个 独立 未 知 数 2ij， i, 7 二 1,2,…,Nn。 它 组 成 1 阶 方 阵 
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给 定 网 十 1 个 复 遂 数 goal am, 则 款 阶 方 阵 
f() 一 C0 发 十 0 下 下 十 十 Ci 大 十 Ga 全 
称 为 方 隆 邓 的 多 项 式 , 秽 称 为 方 阵 多 项 式 . 
引 理 13. 3.1 设 了 () 为 方 阵 多 项 式 . 
(1) 任 取 % 阶 非 异 方 阵 了 , 则 有 
f(P™' XP)=P™ f(X)P; 
(2) 当天 为 维 对 角 方 阵 关 二 diag (XX,…, 闵 ,) 时 有 
fl(diag(X1,*…, ZX,)) =diag(f (X11), ,fC(X))) 
(3) 设 4=4o82 十 六 为 Jordan 块 , 则 有 


入 一 1 


f(4) 一 47 十 人 ) 一 六 六 fo (1 NVL 


= 


证 由 多 项 式 国 数 的 定义 可 知性 质 (1) 与 42) 显然 成 这 ， 为 了 
证 明 引 理 , 只 要 证 (3), 记 J(X) = 之 ,0 一 六 于 是 


1(A) = 了 A011) = Sa (ol HN)™- 


2 二 0 


m i 人 
-ZooZ( je 


j=D i=0 


记 FUZD) 一 Co0X "Tar" 二 .二 yy 为 通常 之 多 项 式 、 则 


. m- ， 
fF)= Dr 
j=0 


m—Jj—7)! 
因此 证 明了 
1(4)= Df (A)N: 
i=0 
证 完 


由 ?| 理 13. 3,1, 有 下 面 自然 的 推论 ， 
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推论 给 定 n 阶 复方 阵 4, 记 J 二 diag (J ，，…,Js?) 为 4 
的 Jordan 标准 形 , 其 中 | 
ji =AT ND EF=1,2,.",t 
为 Jordan 块 ,这 时 存在 4 阶 非 异 复方 阵 卫 使 得 4==PJP-!, 且 对 涡 
次 多 项 式 1(7), 则 

。 mks 1 1 I < i { 一 1 

f(A) =Pdiag SH (A WI, "yg 之 ,7 ) CONI 。 
所 以 f(4) 之 值 只 和 P 及 f7) 的 各 阶 导 数 在 特征 根 上 的 值 有 关 ， 

在 分 析 课 中 我 们 知道 ,作为 多 项 式 的 自然 推广 为 寡 级 数 , 所 以 ， 
我 们 可 以 同样 讨论 方 阵 响 级 数 ， 为 此 人 先 给 出 极限 的 定义 ， 

定义 ”给 定 ?2Xx 和 矩阵 序列 4,= (4 把 )， 若 1m 个 序列 {Lag 
27= 1 …， n,K=1, "** > 00 都 收 钙 ， 且 设 


。 《区 ) * _ 
limass 一 ay, 4 一 i, 2， *** 1 & 一 1, 2， “9 


则 称 zx m 矩阵 序列 {4p} 收 人 鳅 , 且 极 限 为 nxm 矩阵 
A= (ayw). 
这 时 记 作 limA,=A. 
定义 ”给 定 nXxm 算 阵 序列 
B,= SaiAd, P=1,2,°°°, 
1=0 
其 中 4， 4 为 nxXm 年 阵 ， Uo, 01,"… 为 复数 , 行 {Bp} 收 纹 于 极 
限 B, 则 记 作 


B= > aid, 
1=0 


它 称 为 无 穷 级 数 、 这 时 也 称 级 数 之 ,ai4i 收敛 于 B. 否则 ， 称 为 发 
1 =0 
散 的 . 
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5| 理 13.3.2 记 4,= (ai5’) 为 nXm 算 阵 ,Lt 二 0,1,2,'**，do， 
Ql,… 为 复数 ， 则 和 盾 阵 级 数 


> aid) 
1 = 
收 纹 当 且 仅 当 nm 个 复数 级 数 
人 05009， i=1,2,", Nn, J=1,2,.**,% 
i=0 


都 收 全 . 
定义 ”给 定 % 阶 复方 阵 4， 给 定 复数 序列 {a1}。 则 方 阵 级 数 


oo 
Dd’ 
1=0 


称 为 方 阵 4 的 保级 数 ， 给 定 ww 个 独立 未 知 数 构 成 的 2 阶 方 阵 忌 ， 
则 方 阵 靖 数 


f(X)= Tax! 
1=0 


称 为 方 阵 品级 数 . 
定理 13.3.1 给 定 一 个 复 变 数 z 的 项 级 数 


f(2) = Da 
记 它 的 收 化 半径 为 0 则 方 阵 4 的 笑 级 数 
f (4) = Pad 
有 如 下 性 质 : 记 41, ds,…,4， 为 4 的 特征 根 , 且 


No=max | | , 

则 有 

(i) 当 p 放 加 时 , 方 阵 4 的 窜 级 数 1(4) = > ai 收敛, 目 对 es 
f = 省 


。374 。 


阶 Jordan 块 4 人 2? 十 人 eeo 有 


FAO ND) = DEOODN: 
i=0 
Ci) 当 p 过 时 , 方 阵 4 的 客 级 数 1(4) = Yai4: 发 散 


(iiD 当 p= 为 时 , 方 阵 4 的 震级 数 f(4) = 了 ad! 收 化 当 


有 目 仅 当 对 每 个 绝对 值 为 p 的 特征 根 妇 ， 记 的 初等 因 式 中 最 高 
次 数 为 2, 则 zj 个 数值 需 有 级 数 
加 — 人 pg-! 7 oo00 DD.— 
f° (04)) = Dre Tt / ,7 一 0， 1， sn; 1 

都 收敛 . 

证 给 定 % 阶 复方 阵 4， 则 大 在 x 阶 非 异 复方 阵 了 使 得 
?- AP=J 为 Jordan 标 准 形 ， 其 中 J=diag(J¥’ »"""y Je? ), J 
为 由 彻 深 因 式 (4 一 和) 决定 的 Jordan 块 ， 由 蜗 级 数 定义 可 知 
f(A4) = void 3 3 oj)P- =Pf(DP-,, 
而 

f (J)= 2 ar(diag(J， 0 


一 siag( Sar “**, 人 > ,aid ) ) 
[=0 i=0 


=diag(f (J,),*, f(7,)). 
又 记 0 二 47 二 入 (0 则 : 


70 = BatN) = Do DN 
i=0 1=0 


= KK=0 


De /1 1 一 _ Cl pt k 
-Dap DW 


上 一 9 1=k 


ee 7S 


由 于 Y 为 en 阶 方 阵 , 是 We=0. 所 以 
f(70) = Sy )N:. 


pe 

由 此 证 明了 当 f(z), (2),…, 了 :0(z) 在 z= 时 收敛 ,i=1,2， 

…,t, 则 | (4) 收 全 ， 由 通常 星 级 数理 论 便 证 明了 定理 .证 完 ， 
利用 这 个 定理 ， 我 们 可 以 引进 一 系列 初等 方 阵 沙 数 .它们 是 
(a) Cr Ei(®) 可 


EkE=0 
其 中 为 正 实 数 , 且 
(出 = 
E pe! 


» (一 1) /2p-1 
(b) sinA= > TT4 。 


(c) cosA= pe A*, 


(4d) e4 一 exp4=- Di 


(e) log(I+A) = 5 Da. 


有 = 


定义 ”给 定 通 常 复 吉 级 数 f(z) 一 之 ,12 则 它 的 收敛 半径 p 


称 为 方 阵 第 级 数 1(4) = Sa,4: 的 收 做 半径 . 


由 此 定义 可 知 ,对方 阵 器 级 数 sin4, cos 4,exp4, 它们 的 收 伍 
半径 都 是 无 穷 大 ， 所 以 对 任意 复方 阵 4, 这 些 方 阵 稳 级 数 都 收 伊 ， 
即 有 定义 。 对方 阵 震级 数 (7 二 4) "及 log (了 十 4), 它 们 的 收敛 半径 
为 1, 所 以 只 要 方 阵 4 的 特征 根 的 模 小 于 1, 则 方 阵 攻 级 数 (7 十 4)” 
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及 log (7 十 4) 都 收敛 , 即 有 定义 ， 

特别 重要 的 方 阵 震级 数 为 exp4. 

由 于 矩阵 之 乘法 不 适合 交换 律 ， 所 以 方 阵 医 级 数 也 有 一 些 和 
普通 震级 数 不 同 的 性 质 . 

定理 13.3.2 各 1 阶 复方 阵 4 和 吾 可 交换 , 则 有 

expAexpB=expBexpA=exp(A+i+ 2B). 

证 今 由 exp(4 十 B8)=exp(B 二 4), 所 以 只 要 证 expAexpB= 

exp(4 十 BB) 就 够 了 ， 今 


expAexpB= SA A DIB = > 
2 ‘ot! k,l=0 


A*B', 


121 


l/rpa-t 
exp(A+B) = > (4+B)= > } B"- 
=0 k= 人 0 


= Dp Wi 8 


到 一 0 5 一 人 
这 里 用 到 了 48=8B4 的 条 件 ， 于 是 
exp(A+ B)= 3 Si pr AB 


f= 0 ig 


这 证 明了 


exp(A+B)—expAexpB= 3 >, pry A*B 已 :一 bb iy AB". 


和 到 二 


为 了 证 明 它 等 于 零 ,问题 化 为 证 明 序 列 


1 
A*B'— A*B!:= 大 石生 
3 Fi HT i148 
当 ?一 co 时 极限 为 堆 ， 
记 4= (a1y), B= (bi1s), 
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& 一】 十 a (ay | 27 )。 
记 4*= (ai 为 用 = 一 (学 )。 由 归纳 法 不 难 证 明 . 
la | na)’, 103 | 1<i, Jen, 
分 05 之 第 行 第 ) 列 元 系 


c= 之 Di 


octi<p Eri>r Rll!s 


所 以 
| | 过 2 


0 过 天 < 了 E+I 


3 >) Ft > pr na) 


了 一 自 下 十 一 了 


CN 


当 B->co, 则 极限 小 于 等 于 一 zexp(2zd) 十 ?exp(220) 一 0. 这 证 明了 
limC* 一 0. 所 以 证 明了 exp(4 十 刀 =exp4 expB， 证 完 . 

定理 13.3.3 27 阶 复方 阵 4 非 异 当 且 仅 当 存 在 夺 阶 复方 阵 忆 ， 
使 得 4 二 expB. 即 当 n 阶 复方 阵 4 非 异 时 , 矩阵 方程 

exXpD 玉 一 4 

有 人 解 B. 

证 若 存 在 方 阵 B, 使 得 4=expB8. 记 B 的 % 个 特征 根 为 入 ， 
do, “yy hn 于 是 存在 n 阶 韭 异 复方 阵 P, 使 得 
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fi =-0 点 


. Pp” 
7 
\ 1=0 


所 以 expp 的 n 个 特征 很 为 6 1) “ Cn", 因此 


Es 


det expB= [ee’’=e >)4,=et'®, 
j=1 


1=1 
这 实际 上 证 明了 一 个 有 用 的 公式 
det(expB) =exp(trB). 
于 是 由 exp(trB) 关 0 可 知 det(expB) 关 0, 即 expB= 二 4 非 寞 . * 
反之 ,我 们 来 证 明 : 若 4 非 腊 , 则 存在 方 阵 BB 使 得 expB=4. 
今 对 非 腊 方 阵 4, 已 知 存在 1 阶 非 异 复方 阵 了 ,使 得 
P- 4P=diag(4 MD AM'°), 
其 中 放 … 移 为 4 的 特征 根 , 它 们 都 不 等 于 零 , 又 
Weri 二 TeD 一 Ne， 
今 力 天 0, 王 是 有 py 二 1n4y,j 二 1,2,…,n, 即 


Mi=e'i, j=1,2,*…,%n. 


若 对 eo 阶 方 阵 MM, 存 在 eo 阶 方 阵 D 使 得 expD= 用. 因此 存在 es 
阶 方 阵 Bj 使 得 expB; = 天王 1 2 于 是 
A=Pdiag (AM ,AM )P-! 
~—Pdiag(exp(uiT + B),*, Exp(uT-tB))P 
=~expl Pdiag (yl + Bi,……, ul+ B,) P|], 
所 以 4 二 exp 玉 有 解 祥 二 Pdiag (411 十 Bl,…, LI 十 BP 因此 二 
题 化 为 求 矩 阵 方程 
expX=M=I+N 
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之 解 , 共 中 六 为 eo 阶 方 阵 ， 
今 对 通常 之 级 数 , 有 
exp(log(1+2z))=1+z, Y|z|=1. 
因此 logM =1log (1+N) -DT Nm 
k=1 
有 意义 、 所 以 利用 入 “==0, 及 
1(5 一 一 2 ) 二 1 十 2 
1=0 k=1 
用 入 代入 , 易 证 
(TC N'* )}=7+ N. 
i=0 k=1 
这 证 明了 
exp(logM)=M 
所 以 年 阵 方程 exp 了 == 履 有 和 解 logM， 证 完 . 
注意 : 设 4 为 么 阶 非 汉 复方 阵 , 上 面 证 明了 和 抑 阵 方程 eXp 瑟 二 
4 有 解 ， 显 然 它 解 不 唯一 . 事实 上 , 由 于 
ev 一 1 8 一 0, 士 1, 士 2,… 
所 以 在 和 阶 复方 阵 恕 有 expB= 4, 则 
cxXp( 瑟 十 2847、/ 一 17) 一 4 一 0, 士 1 士 2 
定理 13.3.4 设 4 为 za 阶 非 异 复方 阵 ,a 为 非 零 复数 ， 则 存 
在 % 阶 复方 阵 B, 使 得 B"=4, 即 矩阵 方程 对 "= A 有 解 
证 今 存 在 % 阶 复方 阵 B1, 使 得 4 二 expBi. 令 


1 
B=exp(=B,) 
则 有 B*=( exp (#81)) 二 expBi 一 4. 证 完 . 


注意 ; 这 里 B* 理解 为 : 无 妨 设 B 的 特征 根 4; 有 |4 一 1| 过 1， 
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Bb" 二 exp(alogB) 又 上 述 矩 阵 方程 的 解 不 叭 一 ,事实 上 ， 老 也 = 
4, 则 有 


Fexp25z 六 一 = Brexp2kr /二 IT- B=A, 


k= 二 0, 土 1, 土 2,… 
力 外 ,对 任意 奇 坏 方 阵 , 是 不 可 以 任意 开 方 的 ， 例如， 不 存在 二 阶 


复方 阵 ( ”小 使 得 
cd 
a pp /0 1 
Cr 中 

将 上 面 理论 推广 ， 我 们 发 现 关 键 在 于 多 项 式 函 数 和 和 需 级 数 路 : 
数 具 有 三 条 基本 性 质 ， 下 面 我 们 引进 

定义 给 定数 值 整 函数 了 (z)， 即 f(z) 在 整个 复 平面 上 全 纯 . 
2 个 独立 未 知 数 "zy 构成 之 1 阶 方 阵 入 = (zx43) 为 “ 自 变 量 ?的 函数 
f(CZ) 称 为 纯 函 数 , 如 果 它 有 性 质 : 

(1) f PP) 一 PT 和 )P 对 一 切 % 阶 非 腊 常 数 复方 阵 户 
成 立 ; 

(2) f(diag(X'r, ,4 ))= diag(f(X),: (和 

(3) 取 于 = TI8o 一 Too 十 Non 为 Jordan 块 ， 网 有 

f(70)= 3 f° (AN)N! 


ml 


f (Ao) fC) 由 C6, 二 1 jp- DCAM) 1 
- fo) … Ce tr | 
fA) 


即 对 角 线 上 为 fo)， 移 上 一 排 为 ;也 (40，…, 最 后 一 排 为 


° 了 3 了 * 


1 ee. 
em EA 2 (No). 


引 理 13.3.3 ” 纯 函 数 为 单 值 函 数 , 即 纯 函数 的 定义 有 意义 . 

证 “ 今 任 给 阶 复方 了 泗 4， 则 存在 % 阶 非 异 复方 阵 P， 使 得 
PP AP 二 Jdiag(J',…, J%? ) 为 Jordan 标准 形 ， 其 中 Jw* 为 
由 初等 因 式 (4 一 4)* 决定 的 Jordan 块 ， 设 1( 邓 ) 为 纯 函 数 , 则 在 
4 的 值 为 

f(A4)=f(PJIP-!)=Pf(I)P-!= Pdiag(f (7 1),*, f(T 1))P- 
于 是 
1(4)=P | aing( DE ANN, DEVON )e-: 
这 样 就 算出 了 函数 值 ， 但 是 P 不 唯一 ， 即 着 另外 存在 一 个 % 阶 非 
异 复方 阵 8, 使 得 

A= PJP- i=—QJ0Q-. 
我 们 要 证 明 
PFC7D)P-I=@fC7)G-: 

于 是 在 了 =4 的 函数 值 f(4) 与 P 的 选取 无 关 , 即 为 单 值 函 数 ， 

事实 上 ， 由 PIP !=8JQ"'， 所 以 (9-1P)J=J(@'P), 将 
阶 非 异 复方 阵 R=Q@-!P 和 J 一 样 分 块 为 


于 是 有 ii 一 i, 7 一 1 2， …… 
出 定理 13. 2， 1， 当 位 洋 贞 ， 则 有 Ri;= 0; 当 1;= i, 则 


minteri: i 1 
0 >, bi N! 
kh: ;= 1=0 
0 0 


ee。 382。 


其 中 
0 1 
1 
0 
为 min(e;, ej) 阶 方 阵 ， 所 以 当 和 关 时 有 
Rif (2) =f (0) Rs; 
当 4 三 有时， 


e 一 


Rf (TD)= Rs FON 
i=0 


ej-—1 


一 Sf (47) Ri 
1=0 


当 ej; 之 ey 时 


ej-—1 
b Nlen? 
Ry;N 9) = 之 ， 下 (ent 
0 
ej-1 ej—1 L 
万 (7) Nley) (p+1) pi N‘ene 1 
一 之 ， — Nen! 之 ， ? l 
0 0 
_ 了 
同 理 ， 当 @i~e) 时 
ti 一 
RisN hi) 一 | 0 > bn Nn? jweo 
f=0 ， 
ei—1 | 
一 Nen! ( PMI Cei)p ; NDiR, ,. 
?=0 


所 以 证 明了 当 为 = 为 时 ,有 
Rif C73) =f (IT) Rs. 
总 之 ， 
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Rf(T)=f (TRE, 
即 有 Q@-LPFy)=F7)O-P, 或 Pf(D)P 8f(J)8 证 完 . 

由 定义 立即 有 

定理 13.3.5 设 4512，…4， 为 7 阶 复方 阵 4 的 2 个 特征 根 . 
设 (对 ) 为 纯 范 数 , 则 f(4) 的 ww 个 特征 根 为 1f(41)，f (4s)，…*， 
(4n). 

由 于 纯 函 数 的 定义 依赖 于 所 给 的 整 酝 数 j(z)， 所 以 sin 碟 ， 
cos 卫 ,exp 际 都 是 纯 孙 数 ,而 (1 十 对 )“,1og(T 十 邓 ), 不 是 纯 函 数 . 当 
然 ， 我 们 也 可 以 扩充 纯 函 数 的 概念 ， 使 得 “ 自 变量 "不 能 取 任 意 方 
阵 ， 和 而 是 妥 基 在- 定 条 件 下 的 一 批 方 阵 . 换 名 话说, 我们 取 一 个 其 有 
定义 域 多 的 全 纯 函 数 f(z)， 只 要 方 阵 4 的 特征 根 必须 落 在 定义 域 
多 中 , 那 末 算 阵 函数 (ZX) 在 卫 =4， 有 意义 ， 在 这 样 意义 下 的 纯 
遇 数 ,就 包括 初等 聘 数 (1 十 X)",1log(1 十 X) 了 . 

弛 累 数 的 基本 性 质 依 赖 于 下 面 引 理 . 

引 理 13.3.4 (广义 Lagrange 插值 公式 ) 任 给 sm 个 复数 ays， 
1 之 j 志 8s, 0 二 k< 之 mm, 任 给 s 个 不 同 复数 Qi G29 0sy 则 存在 多 项 去 
2z(z)， 使 得 

2 (ai) =a lIiSs, 0 去 8 一 和 7， 
证 记 
男 )( 放 三 (4 一 al) 二 (4 一 02)7 (A) MA)™ 
(4 一 Ch) 
令 
Li0= ay0/ Dj(08j), j=1,2,.", 5, 


作 递 推 公式 ; 
E E 
Uj Dj (0;) +( ] ) Hjsk— 1 中) (Qj) 十 … +( x jn) 一 yrs 


k=0,1,2,..* 
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财 决 定 了 凡 70， 2 Hj2»9 "> Hsm: 构造 多 项 式 


0; +) 一 -二 ee i | ~ 
(2) = yo 二 Hi1(T—07) 十 Tn Um-i(t—0)™ 


取 j=1,2,.,8 S, 令 
P(2) = 2 Dis) pio). 


我 们 来 证 明 多 项 式 p(z) 适 合 引 理 条 件 
取 1 委 ! 委 ss, 0 入 8 一 my 则 有 


一 人 了 ( 写 )(z)0y(z) ) 


Da ) 一 ?| 


t 
个 取 0 二 m, 则 


dv 
了 OZ) 


人 | 了 
ee fr (ee) | 
= ) z=e 1 


= 由 (一 co” 人 


Vv 


z=g, 
其 中 5ju(z) 为 z 的 多 项 式 ， 所 以 当 1 去 j 则 有 
sDi(2) ,0 Cum. 
(FE) 一 一 a 
7 (0) = (D(z)p1(2)) se 
时 
-> jemtoee- "(G1) 
* /Eh 
-2( 名 ans DD) = a 
证 完 . 


定理 13.3.6 设 f( 耻 ) 为 方 阵 纯 函 数 ， 且 当天 = 4 时 函数 什 
;4 有 意义 , 则 帮 (4) 可 表 为 4 的 多 项 式 . 
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证 ”符号 同 前 
A= PJP-'=Pdiag(J 0, En) Pi T= A en 十 ee. 

则 

F(4)= PHf(J)P-:=Pdiag(1(JD)， CT))P-: 
A : 

f(1)= 二 FDC) NE sD 
lo er: 

在 入,…, 4 中 取出 不 同 数 qi, …, sy. 令 m=max(er,…, el). 
由 引 理 13. 3. 4, 存在 多 项 式 p(x), 使 得 

pI) = 8), = 1,2...,8, l=0,1,.*,m—1, 
因此 


ee-!l 
f= Df MN 


= Tre 
_ p(T), b=l2,.,t 
即 
f(4)=P diag(p(J 2(J))P-I 一 D(4)， 
定理 证 完 ， 
这 个 定理 有 很 多 应 用 . 
定理 13.3.7 对 任 一 % 阶 非 异 复方 阵 4, 则 存在 4 的 多 项 式 
2(4), 使 得 p(4)*=4. 
证 今 f(z)=~Mz 在 z=0 点 外 面 全 纯 ， 而 4 非 异 , 所 以 特 
征 根 都 不 等 于 零 , 因此 f(4) 有 意义 ， 符 号 同上 ， 
A= PJP-I= Pdiag(J 0 ,Je )P-1， 
Je=hl Nr., 
于 是 
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e 1 一 ] 
f(4)= Pdiag( 天 FD AN 5 ms 
1=0 z 
e ,1-1 1 
> jf 40)N 2)P 


f(4)’= Pdiag(… (全 站 fo INE ) 和)P5 


z 一 下 


(> 0) 各 rr (CA) FD CAINT+I 


i=0 {I= 人 0 


,FGDF PODN'S 


[~ 

:M4 

S | 一 

I 

音 = 
< , 
了 > 


由 f(z)*=x, 则 有 : 

f(A)’= Pdiag(AT oHNED ,ee NAIFNe rn )P-1:-A. 

另 一 方面 ， 由 定理 13. 3. 6， 存 在 多 项 式 p(z)， 使 得 1 (4)== 
7(4)， 这 证 明了 72(4)"= 4. 定理 证 完 ， 

定义 "n 阶 复方 阵 4 和 万 称 为 复 正 交 相 似 的 ， 如 果 存 在 阶 
复 正 交 方 阵 0, 即 OO 一 00=1%, 使 得 

B=0-140. 

5| 理 13. 3.5 复 正 交 相 似 为 等 价 关系 . 

定理 13. 3.8 % 阶 复 对 称 ( 复 斜 对 称 、 复 正 肥 ) 方 阵 如 果 相 似 
于 复 对 称 ( 复 斜 对 称 、 复 正 交 ) 方 阵 , 则 它们 必 复 正 交 相似 . 

证 ”由 假设 , 存在 %* 阶 非 异 复方 阵 卫 , 使 得 
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(a) A'= 4, (P-iAP)’=P-!AP:; 
(2) A'=—A, (P-!1AP)'= —P-!AP; 
(c) AA'=1, (P-iAP) (P-14AP)'=1. 
由 百 接 计算 可 知 这 三 种 情形 都 导出 
PP'A= 4PP/. 
今 PP' 为 非 异 复方 阵 , 由 定理 13, 3. 7, 存在 PP' 的 多 项 式 p (PP') 
使 得 p(PP)*=PP'. 自然 p(PP') 也 是 非 异 复 对 称 方 阵 , 县 
p(PP') A= Ap(PP'"). 
记 
0=P'(p(PP'))! 
则 有 P= (p(PP'))O 
O0'O0=p(PP') PP’p(PP')-!= (PP') (p(PP'))™? 
= (PP') (PP’')-!=7, z 
好 0 为 复 正 交 方 阵 ,而 
B=P-!IAP=0O(p(PP'))-1A(p(PP'))O' =040". 


ll 


证 宛 ， 

定理 13.3.9 任 一 2 阶 非 异 复方 阵 4 必 有 分 解 

A=08 =58.0, 

其 中 0 为 复 正 交 方 阵 ,5S 及 5, 为 n 阶 非 异 复 对 称 方 阵 . 

证 今 44 为 % 阶 非 异 复 对 称 方 阵 ， 由 定理 13. 3.7， 存 在 
44 的 多 项 式 ?2(44 ) =81， 它 仍 为 复 对 称 方 阵 , 且 8 一 44'， 记 
0=S1'A, 则 

O0'=Si!AASi!=S-1S?S1!1=1, 

所 以 0 为 复 正 交 方 阵 , 且 有 4=S.0 一 0(0'S10), 记 5S =0'S5.0, 它 
仍 为 复 对 称 方 阵 ， 所 以 有 分 解 4 二 S10 =08, 证 完 . 

定理 13. 3. 10 设 如 为 nn 阶 定 正 Hermite 方 阵 ， 则 存在 复 正 
交 方 阵 0, 使 得 
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OHO'=diag(h,'…, A,), 
其 中 久之 加之 … 之 入 >0, 且 如,…, 如 为 及 甩 的 所 有 特征 根 
证 今 五 >0 所 以 存在 2 阶 非 蜡 复方 阵 乡 ,使 得 
五 =Q 0 
今 0BF4U >>0, 所 以 存在 % 阶 西方 阵 7, 使 得 
UQHQ'U =diag(UT00 HN) =4, 
其 中 上 Hp>>…>AD0. 因此 
HH=[Q- VAV (QO) OO9) = UAVQ= V9) 410. 
所 以 4 和 如 8 相似 , 今 4=A, (8H88)=H'H' =HH， 即 4 和 和 
有 HH 都 是 复 对 称 方 阵 ， 由 定理 13. 3. 8, 存在 复 正 交 方 阵 O。 使 得 
HH=0¢ 440 
十 居 
A=O,HHO'¢ 
= (Oo 末 O0) (OHOo) 
记 如 ,一 O006, 则 五 ,为 定 正 了 ermite 方 阵 ,县 HoH6 = 二 =A， 所 以 
HH 一 51.4 为 Hermite 方 阵 , 妓 有 Hi:A=(871A) =AHi)， 
引 
万 ,dd 万 
于 是 将 五, 和 4 同样 分 块 , 则 有 
Ho=diag(Hi? ,**, Hi'*. 
由 4=HoHo 有 : 
HH'; =u, ) =1,2,..,t. 
于 是 
1 
OF7 =- 
为 ey 阶 复 正 交 方 阵 , 是 为 定 正 Hermite 方 阵 , 将 0; 之 实 部 与 虚 部 
分 开 , 即 记 
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O,=Sj,+~M 一 1 天 gb 
则 Sj; 实 对 称 , 下; 实 斜 对 称 , 且 T=0;05 二 (Sj 十 MV 一 1Kjy) (5S, 一 
MV—1K;) =S} + K+-—1(KsS;—SsKs), 即 有 
SjK;= Kg9;, SI+R? 一 也 
而 O;>0 等 价 于 实 对称 方 阵 


( S; 人 
人 0。 
—K,;B,; 


子 古 不 难 证 明 存 在 实 正 交 方 阵 了 ;, 使 得 


0 -Pdiast( V 一 18hb ) 。 
站 一 /二 1shb, ， chb ;大 
(Es . ^/ 一 1Shb，,; JP 
一 /二 Tshb， chgi， ~ 
取 
feh-s01; /1sh-301, 
Qe | 1 ys 
—/ ishs0 chs0; 
1 ,1 
ch 0 ~ —1sh-> 0,; 
, 1 Jp,, 


/Ish30 ch 
出 @; 仍 为 定 正 Hermite 方 阵 , 且 9; 复 正 交 ,又 
Q; =0;, 7 一 1 2， pp 


取 
O=diag(9g 人 )O0 


OHO’ =diag(C@ myG， )OHOodiag(®,, ， QY;) 
—diapg (Qi 机 @， ) Eudiag(@%,， “**y Qi) 
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=diag (QH GO HO) 
=diag(~/ 1101:01:01,°%, HQ! 0.0,). 
今 
Q’0;0;=PiP;=1,7=1,2,.…,t. 
因此 
OHO' =diag(v UTCeD MU) _At. 
这 证 明了 定理 .证 完 . 
定理 13.3.11 和 ww 阶 复方 阵 4 可 交换 的 所 有 方 阵 可 交换 的 
方 阵 必 为 4 的 多 项 式 . 
证 考虑 2% 阶 Jordan 标准 形 了 =diag(y it ,…，J*?)， 由 . 
定理 13. 2.7, 和 J 可 交换 之 方 阵 为 


Bii 和 Bi 
B=| : : 
Bi “"" Bb,, 多 
其 中 B;; 为 eiX e) 矩阵， 且 当 Ni 则 B; ; 二 0; 当 h;=4;, 则 | 


min esej))-! 0 N! 
Bs; = of ( 0 ) 
i=0 


,0 1 
其 中 六 为 me 0, 中 为 任意 常数 . 
: 0 


设 % 阶 方 阵 CO 有 CB=BC， 将 C 和 8B 一 样 分 块 为 
: Ci Ci / 
Cu 机 Ci 
则 有 1 
,013Bjir= BijC je, Lb-=1,2,.., 1. 
1=1 一 


i 
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由 于 Bij, Bjs 中 元 素 分 别 由 独立 参数 5 ”，2f3” 组成， 所 以 证 
明了 | 
OB, BuO 1< 7), kt 
CrijBjye=0, 1 By;C js=0, 7 天 8 
这 证 明了 (5 =0, 天 0] 而 


ii 一 】 
C1: = SanNeo,, $=1,2, °° 
i=0 


无 妨 设 e;ej, 设 =4j, 由 BisyCyy = 二 CwnBij 可 知 
0 一 41 一 0,1，…，e; 一 上 
由 引 理 13. 3.4, 存在 多 项 式 p(z)， 全 得 “和 2 a 
所 以 / 


es-—l 
C= Di Nen! = -Si (7) 
= 


dz 


A -Pp(4i), 


$ 二 1,2,.., 所以 : 
C=diag(cn,**, cu) =diag(p(71),**, p(T 1)) =p(7). 
今 任 取 % 阶 方 陈 4. 设 P 为 nv 阶 非 异 复方 阵 , 使 得 4=PJP-， 
其 中 J 为 Jordan 标准 形 . 今 
: G6={ 习 为 n 阶 复方 阵 , X4=4X)， 
所 以 


={ 民 为 2 阶 复 方 阵 , XPJP-!=PJP-!1X}. 
记 
名, 二 {8 为 n 阶 复方 阵 , BJ =VB) 
于 是 证 明了 


SG,=P-SP=1{P- 1XP|YXEES). 
今 丰 ?2 阶 方 阵地 和 人 中 任 一 方 阵 可 交换 , 则 P71YP 和 ,中 任 一 
方 隆 可 交换 ,所 以 PYP=p(J), 其 中 p 为 多 项 式 , 因此 
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7=-P(z(J))P-: 一 2(PJP-I0) 一 2(4)、 
这 证 明了 定理 . 
定理 13. 3. 12(Jordan 分 解 ) 设 4 为 n 阶 复方 阵 , 则 有 

A=S1+ Ni, SIN!=NiS, : 

其 中 心 , 相似 于 对 角形 ，Ni 为 宕 零 方 阵 ， 又 8; 和 Ni 都 是 4 的 多 

项 式 ,其 中 常数 项 都 等 于 零 . 又 若 

A=S1+N:i=8T Ns SINI =NS, SeaN: = Nd, 

其 中 5 和 Ss 相似 于 对 角形 , N, 入 ， 为 等 零 方 阵 则 有 
S2=S1, Na 一 Ni 

证 ”由 于 条 件 和 结论 都 在 相似 下 不 变 , 因此 无 妨 设 4 为 


”Jordan 标准 形 diag(Ji… 7 0) 其 中 了 82 为 由 初等 因 式 (4 一 


As 决定 的 Jordan 块 . 
记 4 的 不 同 特征 根 为 4,…, ps. 于 是 


8 # 
det(41—A)= TT (4 一 602= TT Co A)°. 
14=1 k=1 


当 Ai As 中 有 一 个 为 怜 时 , 玻 9;(4) 二 det(4I1 一 A) (4 一 p11) 3; 

当 J,…, Ks 都 不 等 于 零 时 , 取 9;(4)==AdetCA1 一 和)(4 一 21) 于 . 

于 是 在 jy 关 0 时 , 41gy(4). 另 一 方面 ,对 1=1,2,…,s 有 (91(4)， 

《4 一 D1) 二 1. 所 以 存在 多 项 式 Ww(4),v.(4), 使 得 : 
UA gi A FI A (ALD =1i. 


f (1) = Du(h)g(). 


由 于 当 pr=0 了 时 ，Hp3(4)95(4)=0; 当天 0，4195(4)， 所 以 
41f(4), 即 (4) 之 常数 项 为 零 ， 因 此 4 一 (4) 的 常数 项 也 为 零 ， 
.又 有 
(A—D 1Gf O21),I=1,2,.,8 
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令 
S=f(4), N=4—f(4)=A—S. 
所 以 有 | 
SN=NS, A=S+N. 

因此 为 了 证 明 这 是 Jordan 分 解 , 只 需 证 明 总 相似 于 对 角形 , 且 六 
项 零 。 面 

f(A4)=f (diag(J, ,0)) = diag(f (71),*, )， 
又 由 拉 二 pj 十 提 (D) (4 一 L427)f1， 其 中 fj(4) 为 多 项 式 . 所 以 党 
Jordan 块 J 有 办 二 Lj, 则 es 三 fj. 于 是 

f(T) = pT + fy (Te HD) 
=ATtf (TON ED i= ArT, k=1,2,..,t. 

这 证 明了 

S=f(A)=diag AT, ,AT 

~diag(J {0— Nn, TN — ND) 
~—A—diag(N‘D,..., Ntee))， 

所 以 8 为 对 角形 ,而 4 一 8= 困 二 diagCW C0，…, Nte0) 矫 零 . 至 此 
征明 了 分 解 的 存在 性 . 

下 面 证 分 解 的 唯一 性 今春 A=S, 十 Ni 二 S: 十 Ns,， 其 中 1， 
D2 相似 于 对 角形 ， Ni, 和 WN， 项 零 . 于 是 Si 一 Ss 一 Ns 一 Ni. 但 是 
qz 一 Wo 所 以 3S4 一 492. 由 于 为 4 的 多 项 式 , 所 以 8,S:= 
SzS1. 同 理 WiVs:=NsNVi. 于 是 8: 一 8 相似 于 对 角形 , 且 Ns 一 N， 
寡 零 ， 这 证 明了 8 一 8:=0， 即 5 二 8S,.。 所 以 ;二 Ni. 唯一 性 
证 先 . 


证 法 二 记 g()=det(U 一 4). 作 了 (DD=g(09)(9,9 -1 则 
7()= 开 0 一 oo 其 中 心 As 为 4 的 不 同 特征 根 . 下 面 膨 
f=1 


归纳 法 来 证 明 存 在 多 项 式 h.(4), 使 得 
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F(A |F(A—hADFN)), 天 一 1 2 
素 实 上 ,由 (F, 要) 二 1, 故 存在 多 项 式 wu( 人 ),h() 使 得 
uA F CA) FR A F(A) =1. 
而 / / 
FOA—RDFOAD)) =F)DFF (A EF) 十 二 再 

=F(D (Uh DF (CAND) + Pr 
由 (1 一 hF) 可 知 可 1F(4 一 kh.(1)F(W))， 设 存在 多项式 有 hi,-， 
《4) 使 得 FWD)2 |FCGA 一 hii-1(DFOND). 记 gi-1(N) =4—hi-1(d) 
P(4)， 于 是 有 F(4)* |F(gp-1)?, (gr-) P(gi-1) + hi (ge-1) 
P(g9e-1) 二 1 取 
Re (CA) =Re CAITR GE FG) Fa). 
于 是 : 

POA—hAAA FON) = FG A) + he (MA)— he(A)) FO)) 
=F(gr-i(A) hg ) PF (9r-1)) 
=F(gs-) +F (gr-1) (—h (ge FF (ge-1)) 

+ P(gGE-1) * 
=F(gp-1) *, 

这 证 明了 F(A)* F(A—he(A)FCA)). 

今 叔 了 (0) 关 0, 即 方 阵 4 的 特征 根 不 等 于 堆 , 则 可 改 取 态 (4) 
为 hh( 力 一 (0)-!h,(0)F(), 于 是 有 h(0) =0， 因 此 车 由 归纳 法 
殷 设 ， hr-1(0)=0, 则 (0) =he-1(0)+ Rh (he-1(0)F(0)) 
“FR(9r-1(0))F(0)==0, 所 以 我 们 有 (0)=0 或 者 (0) 产 0， 则 
hi(0) =0,k=1,2,.., 

取 最 小 自然 数 m， 使 得 (x)19(z),9(x) 1F(x)"， 记 自然 数 

to 有 2" < 之 m 志 2%. 记 
Ni=h: (A)F(A), SS,=A—N, 
昌 然 SiN 二 N51， 且 WN 为 4 的 多 项 式 ， 由 于 有 和 (0)(0)=0， 
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疡 以 六 | 作为 4 的 多 项 式 , 常数 项 为 零 ， 同 理 ，5, 作 为 4 的 多 项 
式 , 第 数 项 为 零 ， 为 了 证 4 二 51 十 入 为 Jordan 分 解 ， 只 要 证 S， 
相似 于 对 角形 , 且 入 | 坟 零 就 行 了 . 

由 9(X)1F(2)", 所 以 了 FF(4)”" 二 0, 因 此 NY?=h,(4A)"F(A)”"= 
0, 即 NN 备 零 .又 S51 一 A 一 Ni= A 一 hs,(A)F(4). 由 F(4)’"* {F(A— 
hi (4) F(N))， 所 以 FF (S81) 一 F(A4)*oh (4)， 由 tw 声 2% 可知 
(4)*。=0. 因此 证 明了 R(SD) =0， 即 了 (4) 被 5, 的 极 小 多 项 式 
除 尽 . 但 到 (作为 s 个 一 次 因 式 之 乘积 , 这 证 明了 5 的 极 小 多 项 式 
无 重 根 , 所 以 51 的 初等 因 式 都 是 一 次 的 ， 因 此 5S; 相似 于 对 角形 . 
证 完 . 

注意 ”上面 两 种 证 明 ， 都 是 利用 构造 一 些 多 项 式 ， 从 而 作出 
51 及 1 因此, 如果 4 为 % 阶 实 方 阵 ， 则 S51 及 入 | 仍 为 nn 阶 实 方 
阵 ， 所 以 Jordan 分 解 在 实 的 情形 也 成 立 , 

证 法 三 ”下面 的 证 明 充 分 依赖 于 Jordan 奈 准 形 ， 无 炉 设 
A=diag(J £0), Te0)=diag(A TI VFNED, oe, A 
NC(0) 为 Jordan 标准 形 ， 取 

SI 一 diag(470D AL), N=diag(N GD), 1 ND), 
自然 5, 为 对 角形 , Wi 为 项 堆 方 隆 , 又 SIN 二 入 S51. 余下 证 S51 为 入 
的 多 项 式 ?(4), 于 是 入 ,二 4 一 S14 一 (4) 仍 为 4 的 多 项 式 ， 

今 任 取 和 4 可 交换 的 方 隆 B, 将 B 和 4 一样 分 块 有 


婴 定 理 13. 2.7, 当 市 和 4 则 By 一 0. 于 是 
SB— BB8= ((d;—A)Bis) =0. 
由 定理 13. 3. 11, 8 为 4 的 多 项 式 . 证 完 ， 
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习题 13.3 
1， 记 芯 ( 电 一 (zt 人) 其 中 加 你 共 为 二 的 可 徽 国 数 ， 
d /a 
X(t) = (fr (1) ) 
试 求 : 
aX(t) 
X(t)A 


的 适合 初 值 (0) = 了 的 解 ,其 中 4 和 了 (t) 之 阶 数 相同 ， 

2. 证 阴 : ”4 为 斜 Hermite 方 阵 当 且 仅 当 exp (ti4) 为 西方 阵 ; 又 证 : 
4 为 复 斜 对 称 方 阵 当 且 仪 当 exp(t4) 为 复 正 交 方 了 泗 ， 一 中 < 之 to00， 

3， 试 证 ; 

0 1 cos4 sinh 
exp( _/ 0)- (ain cos4 7 
4， 试 证 ; 村 任 一 % 阶 复方 阵 4 总 有 
cos24 十 Sin24 一 了 
5， 设 4 为 特征 根 之 横 小 于 1 的 交 阶 复方 阵 ， 试 证 : 
exp(log (十 4)) 一 7 十 4. 

6. 设 0 为 n 阶 正 交 定 正 Hermite 方 阵 ， 试 证 : 存在 实 斜 对 称 方 阵 五 ， 
使 得 D=exp(\/ 一 1 开 )， 

7， 设 六 (z) 为 光滑 图 数 ,=1, 2， 广 为 逢 个 独立 未 知 数 构成 的 芷 阶 方 
阵 ， 记 方 ( 瑟 ) 为 纯 函 数 ，i= 二 1，2， 试 证 ; fi( 了 =f1( 了 了) 和 又 记 f(2) = 
fi(2) 十 所 (z)，f(2) = 二 f1(2)f.(2)， 则 纯 久 数 f,(X)，f( 驴 ) 仍 有 意义 ， 且 
fs(X)=f(X) fHX), fi(X)=fi(X)f,(X). 

8， 试 证 : 由 f(z) 二 x ! 定义 的 纯 函 数 f( 对 ) 只 有 在 % 阶 方 阵 匀 =4 非 
归 时 才 有 意义, 这 时 了 (4) =4-7!， 又 由 f(z)=xo2 定义 的 纯 匀 数 了 (X)， 它 
在 有 意义 的 % 阶 方 了 泗 了 X=4 上 ,总 有 f(4)? 二 4°, 其 中 4,5 为 自然数 。 

9。 试 证 : w 阶 非 异 复方 阵 4 的 逆 方 了 泗 4 为 4 的 多 项 式 . 又 对 任意 非 
零 整 数 1, 则 存在 4 的 多 项 式 p,(4), 使 得 9.(4)'= 一 4。 特别， 当 4 复 对 称 时 ， 
二 ,一 了 1(4) 也 复 对 称 ， 

10. 试 证 : 2 阶 复方 阵 

ea。 了 97。 


0 1 1 OV 
1 ., “ ey J —1 
AIT+S, 心 一 上 旬 下 
所 上 1 1 ws 
1 0 0 —1 


的 初等 因 式 组 为 (4 一 40)", 所 以 相似 于 Jordan 块 17 十 No 因此 有 
(1) 任 一 % 阶 复方 阵 相 似 于 复 对 称 方 阵 ; 
(2) 和 任 一 % 阶 复 对 称 方 阵 复 正 交 相 似 于 
diag (CAI+Se, ATHS en), 
其 中 5S 定义 如 上 ， 


8 13.4 复方 阵 在 复 相 似 下 的 标准 形 

定义 nn 阶 复方 阵 4 和 8B 称 为 复 相似 的 ， 如 果 存 在 % 阶 非 腊 

复方 阵 了 , 使 得 
B= PAP-'. 

5| 理 13.4.1 复 相似 为 等 阶 关系 . 

引 理 13.4.2 设 % 阶 复方 阵 4 和 B 复 相似 ， 则 A44 和 BB 
相似 . 

证 今 B=PAP ', 其 中 P 为 nn 阶 韭 异 复方 隆 。 所 以 

BB== (PAP-') (PAP-')=PAAP-, 

证 完 . 


这 引 理 的 道 不 成 立 。 例 如 , 取 


<( 一 : ') B=0, 
_]1] /一 


则 42=BB=0, 但 是 B 复 相 似 于 零 ， 所 以 4 和 B 不 可 能 复 
相似 . 

由 引 理 13. 4. 2, 在 给 定 n 阶 复方 阵 4 后 ， 我 们 先 考虑 允 阶 复 
方 阵 44, 所 以 存在 % 阶 复方 阵 了 使 得 

PAAP-'=diag(J yD TiO)) = JED=AI NY 
398 。 


为 Jordan 标准 形 ， 记 
B=PAP-!, 
于 是 有 BB=diag(J1,…,J) 二 J. 将 B 和 J 一 样 分 块 为 


已 1 
| : ) 
BB 
(BB)B=B(BB) = B(BB) 
所 以 有 JB= BJ, 即 有 


J By = Byrd s J k=1,2,.…, +, 
由 定理 13. 2.7, 所 以 当 刀 关 h4, 则 有 Bys 二 0; 当 抽 二:, 则 有 


minieper-! 
wl 人 >， 六 DCmin (eies)71 


则 由 


i=1 
0 0 


我 们 将 Jordan 标 谁 形 了 二 diag (J1,…, J ;) 的 Jordan 块 按 如 下 方 
式 排列 : 特征 根 为 零 的 Jordan 块 放 在 一 起 依次 排 下 去 ， 记 作 4; 
特征 根 为 非 零 实数 的 Jordan 块 放 在 一 起 依次 排 下 去 ， 分 别 记 作 
41,…, Az. 其 中 4; 中 Jordan 块 的 特征 根 相 同 ;特征 根 为 复数 ， 但 
不 是 实数 的 Jordgn 块 放 在 一 起 ， 接 下 去 排 它 的 共 轿 复数 为 特征 
根 的 Jordan 块 , 记 作 4p41,…,4s, 其 中 4 中 Jordan 块 的 特征 根 
为 复数 及 其 共生 复 数 ， 于 是 

J=diag(Ao, A1,*, Ap, Ap+1, ***, As) 
且 相 应 方 阵 

B=diag(Bo, Bi,*…, Bo, Bor1,***, Bs). 
让 

B;B;= A;, j=0,1,.*,8. 

枯 此 为 了 求 复方 阵 在 复 相 似 下 标准 形 , 无妨 设 Jordan 标准 形 J = 


。 了 29 。 


diag (J …', 二) 的 特征 根 只 有 和 9 及 4o. 下 面 分 别 在 加 =0 及 加 夫 
0 两 种 情形 讨论 ， 在 前 一 情形 , B 奇异 , 在 后 一 情形 , B 非 异 . 

(一 ) 加 三 0, 于 是 JJ=diag(A ,ND0), el 之 … 和 之 6 全 0. 
这 时 B88 二 J 有 初等 因 式 组 条 5 ?2,…, /1 

定理 13.4.1 条 件 如 上 , 则 妞 复 相似 于 唯一 的 标准 形 

diag(Nd 0, NE)), f=.…=f,>0. 

证 对 阶 数 % 作 归纳 法 ， 当 z=1, 则 B83=J=0, 于 是 B=0. 
设 对 2 一 1 阶 复方 阵 Bi, 若 适 合 条 件 , 则 定理 成 立 ， 今 考虑 % 阶 复 
方 隆 B. 由 detB==0, 所 以 B 有 属于 特征 根 零 的 特征 向 量 %:， 因 此 
可 构 复 % 阶 非 腊 复 方 阵 Pi 二 (&132…3n) ,这 时 

DB, 一 已 DBP 一 PDB(aias ah) =P(0 «) 


/op 
NO Boo 
而 
0 p88B 
BoB,—( pb 


于 是 B18, 仍 为 右 零 方 阵 ， 由 归纳 法 假设 ， 存 在 + 一 1 阶 非 异 复方 
阵 P; 使 得 


)=PBEP7'=Pdiag( NC", “NG0) PT. 


PBPs>! —diag(N‘®», 二 An) 
于 是 
0 pp .pp 


1 0 AT Ov-! 0 ND ... 0 
( )s,( ) 一 | 。 。 。 » 
0 0 PP, 。 s 


0 0 se Ndr) 
其 中 (Bi…pr) = 二 Bp'Pz'. 再 作 复 相似 


(, 《一 有 BING so. 一 有 NI r)" ) (BP' ， z 
0 0 diag(A 人 2 ， 村 re 
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i 


/1 (~—PINGD ,oo — PB'NGr”) \™! 
(, { ) 

0 DCT 一 NG NY ), + B'(T— Nur Nr)) 
-( diag (ND),..., N ‘7)) ) 


sa 0 0 1 
由 于 六 wo=(。 jas ) 所 以 记 


1 0 
0 O00-1) 
}=1,2,°°,7. 


3;= BIT—N (Ne) = ]=% ,0,0), 


这 证 明了 B 复 相似 于 


OO 


gel) 关 量 志 0 -eli27) 
0 N (1) saa. 0 


B= 
0 0 和 Nen 
其 中 et 一 《1 0 …， 0)ERs。 如 果 (q1,*…， a;) 二 0， 则 B 复 相似 于 
diag(N4G, NeD，…，NenD)， 所 以 证 明了 标准 形 存在 性 ， 如 用 
(ay 0r) 天 0. 对 Bb, 的 行 及 列 作 同步 的 改变 ， 从 而 无 妨 设 0 天 0， 
yA, Go+1 二 "二 Gr 二 0. 记 
1 0 0 "+ 0 0 
0 A, dd ，… Xs,0 
0 0 4 0 0 
Ps=| . ， 。 。 


Co ee 


0 0 0 “en A, 
0 0 0 和 0 I 
其 由 4D 二 diag(ayana 遇 …), 于 是 49DNGD= NDAFD,j=1， 
2，…， 9. 因此 


0 (qielD? … Qe1") N51 
0 diagCN t,o, NAG) 8 
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上 @ i! 8ig2) ela)’ IR, | et 一 6 怀 。 


0 Ni XIN 一 NigD 二， ，X No 一 NGD 二 0 
0 0 N42) TT 0 0 
: 
0 0 0 。。 Ng) 0 
0 0 0 。。 0 diag(NGgv+l) ..., N‘4n) 
I > 
取 人 1 诺 (ro), 于 是 X=X, KIND = NT ，1<jJ<w 


这 证 明了 
0 (aiego .rarelr)’) je 
\0 diag (Ns, ..., Nr)) 4 


-=( (1 0 … 0) 
NO diag(N'0,..., Nr)) 


一 diag (N'Y +1) N ‘2) 9 N'‘')). 


所 以 证 明了 标准 形 的 存在 性 
下 面 证 明 标 准 形 的 唯一 性 ， 设 有/ 宇 … 之 f ,>0, 91 宇 … 之 9:>> 
0, 且 % 阶 方 阵 
D,= diag(N‘{D), NG Do 一 diag(NGD .Nr)) 


复 相似 .所 以 存在 非 异 复方 阵 P= 革 +vV 一 17， 使 得 D,=PD,P~'， 
其 中 攻 , 了 为 4 阶 实 方 阵 ， 因 此 有 
D,X= 及 万 |， — DY = YD,, 


| 1 -人 | x 
\~Y XA 八 0 -DI \0 -DN\-Y x/ 


| 


? 


BU 
.V2\ “下 
gor{P ON , 
一 st。 p)= detP >0. 


这 证 明了 diag (D1, 一 D) 和 diag(D;, 一 D;) 实 相似 ,因此 它们 的 倪 
等 因 式 组 {Afi:, “vv AT ， ANi, Af 和 {1491， ‘es Asr, A”1, … 4 为 同 
一 集合 ,所 以 s 一 有 一 g0i= 2 7 这 也 证 明了 Ds= Di， 所 
以 标准 形 在 复 相 似 下 唯一。 证 完 . 
(二 ) 0 关 0, 于 是 J 非 异 ,所 以 8 非 异 . 
定理 13.4.2 设 4 和 8B 为 x 阶 非 异 复方 了 渐 ， 则 4 和 B 复 相 
似 当 且 仅 当 44 和 BB 相似. 
证 由 引 理 14.4.2 可 知 只 要 证 明 : 若 存 在 2 阶 非 异 复方 阵 
P, 使 得 PA4= BBP, 则 A 和 B 复 相 似 、 事实 上 ， 
(BBP)A= B(BPA)= 8B(BPA), 
(BEA)A= B(PAA)= B(BBP). 
“5| 进 实 参 数 0, 记 
Q(0)= (BBP)e” -1°+ (BPA)e-”-! 。 
则 有 
98(0)4= BQ(0) ， 
而 _ 
detQ(0)= det (BBPev-''- BPAe-”-! = 
一 det e-“-iBEP det(e2v- 1 + p-'B-'PA). 
由 此 可 知 , 存在 实数 69， 使 得 det@ (0 天 0， 这 证 明了 4 和 吃 复 梢 
似 ， 证 完 ， 
由 此 可 知 ， 当 4o 夭 0 时 ， 我 们 只 要 具体 构造 一 个 % 阶 复方 阵 
C, 它 具有 最 简单 的 形式 , 且 CC 和 44 相似 , 即 有 相同 初等 因 式 给 


Rll. 
+ 可 人 和 


(a) 设 和 0o 尖 ji， 于 是 在 复 相 似 疮 义 下 可 取 
BB= diag (A MD MMX IHD, ,AoM 1 ), 其 中 
MM=T+N. 所 以 BB 的 初等 因 式 组 为 
(A—Ao) ,CA— hh) (A— ho) i, (4 一 人 op 人 


定理 13.4.3 条 件 同 上 ,这 时 B 复 相似 于 标准 形 


ey) ng (el) 
p= dia 人 0 MAM ) 村 0 MV AoM ) 
AM 0 AoM en 0 


所 以 初等 因 式 组 为 
(4 一 加)9 (A— NRo) te, (A—Ao)®:, (A— ho) 
证 今 BB=B(BB)B-!, 所 以 88 和 BB 相似 . 
已 知 BB 之 初等 因 式 组 为 (4 一 40)25 9 (4 一 和)2， (4 一 40015 ……， 
(4 一 区)7#， 于 是 五 之 初等 因 式 组 为 (4 一 天 )25， (4 一 如) 
(4— ho0) i, "**， (4 一 0). 由 于 oho, 这 证 明了 s=t, fi= ei, 
i 二 1,2,…,t. 另 一 方面 
CO= diag MM" XoM D2, AM 0, AoM 0?). 
而 M2— (TOFN®) = 71H) F2NO+ Ne 它 的 初等 因 式 组 为 
(4 一 1)*， 这 证 明了 CC 之 初等 因 式 组 为 (4 一 4)25 (4 一 0) 5 …， 
(4 一 0)", 《4 一 大 )*, 所 以 CD 和 B 万 有 相同 的 初等 因 式 组 ， 由 定 
理 13. 4.2,B 和 0C 复 相似 ， 证 完 . 
(58) 设 轴 二 加 关 0, 于 是 可 取 Jordan 标准 形 
BB= jdiag( Me MI ), el>"%>e1>0, 
所 以 BB 有 初等 因 式 组 
(A—Ao) so, (4 一 加) 
定理 13.4.4 设 4o=4o>0, 则 到 复 相似 于 标准 形 
C= udiag(Men MN), ees>0, 
证 今 
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CC 一 hodiag(M(eD2 Meo02)， 
它 的 初等 因 式 组 为 (4 一 12) py (4 一 加)“ 所 以 CE 和 BB 相 们 
由 定理 13. 4. 2, 所 以 8 和 0C 复 相似 ， 证 完 . 
定理 13. 4.5 设 4 一 40<0, 则 妃 复 相 似 于 标准 形 


0 M'in 0 Mf 
cv 一 Tadiag(( ro 0 (js 0 小 


fi 衬 … 之 f,>>0, 
其 中 z 
t=28,f1=e1=e2, ,f= es = ee,,. 
证 今 . 
CC= hdiag (M2, Mf oo, Me)?, M2). 
它 的 初等 因 式 组 为 (4 一 —A0) 1 (4 一 一 用) 六， 机 (4 一 —h0) fs， (4 一 —h0) 1 
由 定理 13. 4. 2， 为 了 证 明定 理 ， 只 要 证 ! 一 45，61 一 2，， ”22s-1 一 
C2s 就 够 了 . 即 设 
> 
则 要 证 p 为 偶数 . | 
事实 上 ， 由 BB= Aidiag( M's, ,M0). 将 B 和 BB 一 样 
分 块 为 


Bi … B,, 
于 是 由 有 (5B)= (8B)8， 即 B(BB)=.(BB)B, 有 
| MEVBis=ByM een, i,j=1,2,...,t 
但 是 Mo 二 70ep0 十 Wen， iD 一 7 十 Wen 所 以 有 
NOBij= BisNeD, ji, j=1,2,..,1 
由 定理 13. 2.7 有 
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mintei,e) -1 0 Ns 
Bs) — b's 
0) 


0 1 
eee min | “上 但 是 由 BB= 
: z 6 1 

hodiag (CM,…, M0), 所 以 有 
> BisByr= rsdAo Me = OAo(T + Nen). 
1=1 


演 虑 ?8 一 7 十 1 7 十 2,… 7 十 D。 当 JJ 天 ?十 1 7 十 2,…, 7 十 2 则 有 
2 天 6 三 er。 这 上 时 Bb, 的 对 角 元 素 为 零 ， 所 以 中 要 学 诬 


1 十 卫 eli-1 1+8 


2 BisBis= 2 2 bP BPN™, 


二 = 1 fr,8= 0 了 = 了 -1 


它 的 对 角 元 素 为 p32 这 证 明了 


2 69D = 6i1h, i 一 7 十 1) 7 十 了 


所 以 卫 阶 方 阵 . 
/bri bi 
9=| : 
六 3 +l 四 boi 
有 09 二 A071‘ 双方 取 行列 式 , 有 入 二 1det81’>>0， 但 是 加 二 0， 这 
证 明了 2 为 偶数 , 证 完 ， 
最 后 给 出 复 相似 的 一 个 应 用 . 
定理 13.4.6 设 4 为 ? 阶 复方 阵 ， 则 存在 Hermite 方 阵 五 ， 
条,, 及 复 对 称 方 阵 SI 和 5,, 使 得 
A=H,S,= 5,H;. 
且 可 事先 规定 哪 一 个 是 非 异 的 . 
证 显然 只 证 4=H,S) 即 可 , 今 茶 有 分 解 A4= -万 S， 则 对 任 
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一 阶 复 非 异 方 阵 了 有 
PAP-!= PH.P'(P-!) S,(P”!). 
而 PH1P' 仍 为 Hermite 方 阵 ，( 天 0908, (ED 仍 为 复 对 称 方 阵 ， 所 
以 问题 化 为 对 复方 阵 在 复 相似 下 的 标准 形 来 证 明定 理 . 
记 


/0 1 / : 1 
N= 1 wm 7 1。 
1 1 / 
0 
则 
1 0 
NM: 
1 
0 


当 和 =0, 作 六 = ( 信 硅 ) 投 ; 当 和 >>0, 作 \ 有 了 = (MUM 于 ) 于 ; 当 


ee 


<0, 作 Mz » )=~ 0 ok 网 
\—MD0 . 


—MM 0 0 Mj: 
当 40 天 4o 作 
(° z “=( 0 i 0?) 
/NM 0 /XMF 0 0 大/ 
由 直接 验证 , 便 证 明了 定理 . 
习题 13.4 
. -0 更 | 
1， 试 证 : 两 个 n 阶 复方 阵 4 和 万 复 相似 当 且 仅 当 2 阶 复方 阵 ( )) 
(0 8B 0 4 0 了 _ 
和 ( 。 。 ) 相 似 ， 或 者  ) 和 ( _ 5 。) 相 似 ,由 此 给 出 两 个 实 方 了 
复 相似 的 必要 且 充 分 条 件 . 
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2， 设 
AA= BB—diag(N‘ ,N00), ei>'* 之 @1>>0. 
什么 时 候 4 和 B 复 相似 ? 试用 e1:，…, e: 来 表 出 4 在 复 相似 下 的 标准 形 
diag(N''), ,ND 中 的 数值 s 及 六 
3， 试 给 出 阶 复方 阵 分 解 为 Hermite 方 阵 及 复 斜 对 称 方 阵 的 乘积 的 
必要 且 充 分 条 件 . 


4， 试 求 阶 复 敌 零 方 阵 B 能 表 成 % 阶 复方 阵 4 及 4 之 乘积 之 必要 且 
充分 条 件 ， 
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第 十 四 章 非 负 方 阵 


$14. 1 不 可 分 拆 非 负 方 阵 的 特征 根 


定义 1 阶 方 阵 称 为 非 负 方 阵 ， 如 果 它 的 元 素 全 部 为 非 负 实 
数 . zz 阶 非 负 方 阵 4 称 为 可 分 拆 的 , 如 果 存 在 置换 方 阵 P, 便 得 


4 Asl®"-s) 

P4P- 人 ea ) 
其 中 s 有 1s<n 一 1. 否则 , 称 为 不 可 分 拆 的 ， 

为 了 讨论 非 负 方 阵 , 我 们 引进 : 

定义 阶 非 负 方 阵 4 若非 异 , 且 逆 方 阵 4-! 仍 为 非 负 方 阵 ， 
则 4 称 为 广义 初等 方 阵 . 

作为 例子 可 知 : 置换 方 阵 Pj 为 广义 初等 方 阵 , 又 第 二 类 初等 
方 阵 Py(a), 其 中 o>>0, 也 都 是 广义 初等 方 阵 ， 但 是 第 三 类 初等 方 
阵 不 是 广义 初等 方 阵 ， 

显然 ， 非 负 方 阵 在 广义 初等 方 阵 的 相抵 下 仍 为 非 负 方 阵 ， 又 
广义 初等 方 隆之 莱 积 仍 为 广义 初等 方 阵 , 

定理 14.1.1 广义 初等 方 阵 P 能 唯一 地 分 解 为 

P=04:=410, 

其 中 9 为 置换 方 隆 , A1,，1s 为 对 角 元 素 大 于 零 的 对 角 方 阵 ， 因 此 
9, 4 /2 也 都 是 广义 初 竺 方 隆 . 

证 记 
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由 于 己 为 广义 初等 方 阵 ,所 以 p14,9i; 都 是 非 负 实数 , 今 
> Pig = 617, i, J 二 1, 2,'**, Nn 
b=1 


所 以 当 i 关 记 则 有 pin9wjy 二 0,4 二 1,2,…,n. 但 是 P-! 非 异 ,所 以 它 
的 第 行 中 必 有 一 个 元 素 gx 天 0， 央 此 p14 二 0, 2 二 1,…，Jo 一 1， 

和 1 十 1,…,n， 即 了 的 第 列 中 恰 有 一 个 元 素 不 等 于 零 由 上 上 任 取 ， 
所 以 证 明了 了 P 的 每 一 列 恰 有 一 个 元 素 不 等 于 零 ， 由 detP 尖 0， 所 
以 卫 的 每 一 行 也 恰 有 一 个 元 素 不 等 干 零 . 将 了 中 非 零 元 素 换 成 1， 
便 得 到 一 个 置换 方 阵 9, 且 PQ 及 8P 都 是 对 角 方 阵 ,分 别 记 作 4， 
/1,， 它 们 的 对 角 元 素 都 大 于 零 ， 由 8-!==8, 这 证 明了 存在 如 定理 
灾 求 的 分 解 式 P=@A,==.4.0. 由 于 为 实 正 交 方 阵 , 4 为 定 正 实 
对 称 方 阵 ,所 以 上 述 分 解 实际 上 是 极 分 解 。 因 此 分 解 唯一 . 证 完 . 

引 理 14, 1. 1 非 负 方 阵 的 不 可 分 拆 性 在 广义 初等 方 阵 的 相 
似 下 不 改变 ， 

证 设 4 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ， P 为 广义 初等 方 阵 由 定理 
14.1 1,P= 1.8, 其 中 8 为 属 换 方 阵 ，A 为 对 角 元 素 大 于 零 的 对 
角 方 隆 ， 于 是 

P-L4P=@(14d40)9@.， 
由 于 4 和 -4 这 两 个 非 负 方 阵 的 同 位 置 元 素 同时 等 于 零 或 同 
z 加 不 外 过 ,这 证 因 了 4 不 可 分 关公 14P 不 可 分 拆 , 证 完 . 
定理 14.1.2 设 4 为 n 阶 非 负 方 阵 , 则 存在 置换 方 阵 P 使 得 


Ai A … 4ip Al,p+i "Aim\ 
A,, 机 Asp dp+1 机 4 
一 
FP- AP= 4pp) \Appr: °° dpsl ， 


Ap | 
0 . 
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其 中 4 的 Anm 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ， 且 A,, J+15 “9 Ajn, 
lJ 夺 ? 中 必 有 一 个 非 零 矩阵 . 又 不 计 子 块 的 次 序 , 则 标准 形 唯 一 
证 如 果 4 可 分 拆 , 则 存在 置换 方 阵 已, 使 得 


再 (7 ) B, 
Pr7'AP,=! 0 ， 


bs 
对 置换 方 阵 P32’, Ps" 0, 则 
Ce ) PiaP(O (oT pp ) 可 
0P NOP 人 \、 人 0 ppp 


所 以 车 Bi Bs 不 可 分 拆 ， 则 已 证 明了 定理 ， 若 有 一 个 可 分 拆 ， 则 


变 为 
C! OC, Cs 
0 CO, Csl 
0 0 0 


例如 当 0,==0， Cs 一 0, 则 作 


0 7 A-i/o, 0 0\/0 I 0\ /0o, 0 ci 
7 0 0 0 0C, CI7 0 01i=l0 CC ol. 


按 上 面 的 思路 ,用 归纳 法 便 证 明了 标准 形 的 存在 性 . 

下 面 证 唯一 性 ， 为 此 用 线性 空间 语言 ， 在 维 线性 空间 中 
取 定 一 组 基 %,…*wn。 于 是 存在 & 上 线性 变换 .sg, 使 得 它 在 基 ai， 
…, Qn 下 的 方 阵 表示 为 4。 对 方 阵 4 用 置换 方 阵 作 相似 就 等 于 对 
基 的 顺序 gig2…as 作 排 列 ， 所 以 用 线性 空间 语言 来 描述 这 个 定 
理 ， 即 要 证 明 在 中 存在 子 空间 &,,&s…，&,。， 使 得 只 有 空间 直 
接 和 

&=& ,中 :中 … 四 q,， 
且 有 
A (WE, (RCR 十 六 ,，。 (QICR, 十 十 多 ，， 
of (pi)CRp 1 十 只 十， “十 入 py 
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(Rn) CC 十 只 十 … 十 入 p。 
而 条 件 4 ，…，4nn 不 可 分 拆 等 价 于 在 ^y 中 没有 非 零 真子 空间 
六 7 使 得 .of( 交 放 所 另 5 十 入 -1 十 十 和 一 工 2 31 
所 谓 有 两 种 标准 形 , 即 存在 % 的 另 一 种 子 空间 直接 和 分 解 
和 一 人 由 … 中 人 

使 得 

A (G1) TS, A (G2) CE TG, ,A SB,) CE +Ss+ +S,, 

Af (GBs) CS 二 二,, ”3 of (Cr) CCC:+ 二 TS,, 
且 在 ;中 没有 非 零 真 子 空间 办/, 使 得 

A (KR;) CCRTEGi 二 ,I=1,2,..,09. 

为 了 证 明 唯 一 性 , 我 们 要 证 明 g=m, 且 名 i!,…, Gn 为 名,…', Xn 的 
一 个 排列 . 

往 意 到 在 @1,%z，…, 中 可 取 一 些 元 素 使 得 它们 是 %; 的 基 , 且 
在 ai &2,…,%; 中 可 取 一 些 元 素 使 得 它们 是 Gx 的 基 , 这 里 7 一 1 2， 
,WK 二 1,2,，…,4， 所 以 存在 t 使 得 

SN =0,6.NL,=0,.%, GN 1=0,8 N00 
今 必 (SN)CE, (十 十 时) CR 上 十 名。 所 以 由 基底 的 碗 
取 可 知 / z 

(SRICSO NN CT tNR) = (NS,. 
由 条 件 信 , 站, 关 0, :又 人 中 无 以 之 不 变 子 空间 ,所 以 证 明了 
© TN = 
即 @C&A:， 这 证 明了 在 & 中 有 非 零 子 空间 @,, 使 得 
(SI) CS TT 十 总, 
由 条 件 便 证 明了 人 @, 二 名 
由 于 在 G,,…, So 中 备 存在 基 ， 它 们 拼 成 {@1,…,%,}， 在 号 ，….， 
8 中 也 各 存在 基 , 它们 也 拼 成 {84,,…, 4}. 所 以 证 明了 
人 Es 十 十 @q 二 号 十 十 屿 1 十 避 + 十 十 代 m 
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为 一 方面 , 由 于 3; 为 妈 的 不 变 子 宝 间 ,所 以 
&=& 中 & 由 由 R- 中 Ri 由 …… 中 Rn 
仍 适 合同 样 条 件 。 所 以 无 妨 设 仑 :一 凶 
考虑 商 空 间 %/&， (定义 见 附录 2 的 最 后 ) 由 于 (CS 

所 以 .诱导 了 &/& 上 线性 变换 sz, 是 有 

R/S3 = Rd/ROD: ‘DR /RDRp+ 1 /ROD DRn/R1, 

S/R=2/CE =C,/S ,ODS /SOE,n/SO…DE /Sl. 
对 线性 变换 必 而 言 ， 它 们 仍然 适合 定理 条 件 ， 且 Qa/R，…， 
nj/ 中 有 基 ， 它 们 构成 集合 {alt 二 Ri …，an 十 Q 一 人 0 十 号 
同 理 ， SE,/S1,…,, ©,/ 令 ; 中 有 基 ， 它们 构成 集合 {Qi 十,， "sy 
oo 十 9 一 (0 十 &j， 所 以 对 维 数 作 好 纳 法 ， 便 证 明了 在 差 一 个 


排列 意义 和 下， 无 妨 设 /人 @ 二/ ，j= 二 1,2,…,m, 且 9 二 mW， 由 
于 G1=%, HG, © 中 有 基 拼 成 {a， nj Sn 中 
有 基 拼 成 {xj，…w,}, 这 证 明了 
=m, Sj=R,) =1,2,.",m 
定理 证 完 ， 
给 定 4 阶 非 负 方 阵 4, 定理 14.1. 2 给 出 了 标准 形 ， 于 是 有 
det(AI— A)= det(AI—P-'AP)— TY daet(21—4)). 


因此 求 非 负 方 阵 的 特征 根 的 问题 化 为 求 不 可 分 拆 非 负 方 阵 的 特征 
根 、 下面 来 讨论 不 可 分 拆 非 负 方 阵 的 特征 根 

定理 14.1.3 设 4 为 非 零 方 阵 , 且 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 。 则 
4 有 正 特 征 根 p 及 属于 p 之 特征 问 量 (ed) ， 其 中 到 二 0 
ln>0. 且 若 另 有 正 特 征 根 po 及 相应 特征 向 量 (f1,…, 了 )', 则 
有 po 二 p, 且 fj==adj, 1 二 7 二 Rn, 其 中 6 为 正 实数 ， 

证 取 定 zt 阶 非 负 方 阵 
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p(A) 一 a Yais>0, 
< < 1 =1 


0 一 Inf 0(P 4 人 之 0 
知 革 了 件 P 


我 们 来 证 2 二 0, 且 Pp 为 4 4 的 正 特征 根 ， 并 求 出 一 个 属于 特征 根 0 
的 特征 网 量 (@，… dg) ,其 中 4 二 0,*…',d, 之 0. 
信任 取 广 义 初 各 方 阵 P, 由 定理 14.1.1,P= 19, 其 中 9 为 置 
换 方 阵 , 4 为 对 角 元 素 大 于 零 的 对 角 方 阵 , 记 作 
A=diag(d,,*……, 4,). 
于 是 
op(P-I4P)=D(9-L4-1449)， 
记 由 @8 决定 的 1,2,…, 2 的 排列 为 i…i;, 则 
ari Ci di Qi di di 
QA-:4A40=| : 
OCT i, 
于 是 


nn 
p(P-iAP)= max > ridi ld 一 max a,dildjy=p(A7° AN). 
1 kn Iain 


因此 z 
p= Inf p(A-14A)= Inf 0 4 了 了 )， 
A=diaz(d,",de) d=diag dl,,ds) 
di>0,",da>0 入 
di>0,",da>0, 之 dj 
j=1 
由 下 确 界 的 定义 ,所 以 存在 
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A =dilag(dit, ***, dnt), A dr0, ,dne>0, > dr= 1， 
1=1 


使 得 
limp (sr 44) = 0 


今 {lip di 小 为 下 项 有 和 界 序 列 , 所 以 有 收敛 子 序列 ，; 二 1,2,…， 
8 因此 无 妨 设 每 个 序列 {di1， Qi2，"…} 收 伍 于 di, ?=1, 2，… .月 然 
中 之 0 之 0， 

今 对 4 的 行 及 列 同步 地 作对 换 ， 它 诱导 了 4,…, 4 作 排 列 . 
所 以 无 妨 设 


dd d= 0, Ddj=1. 
1=1 


又 记 
A=diag(d,, sl 
则 有 iim 4 = 4o, 且 当 天 充分 大 ,有 
] 


p 委 0(4 .44 一 0 十 天 


我 们 先 来 证 明 "三 2。 设 各 "<2， 按 前 7 行列 分 块 ,有 


A 4 D: 0 D, 0 

A= /= /= , 
As A, /’ 0 Er/’ 0 0 

因此 Di.—>Do, Ere->0.。 又 
: Di'AD, Di!i1A,E 

A144-( 5 LE Us A2 ) 


Er AsD: Er!AB./ 


今 pC4P44) <p 十 元 ,所 以 45144h 的 各 行 之 和 都 小 于 p 十 工 
特别 , Bz 14AsD, 的 各 行 之 和 都 小 二 p+1. 六 证 明了 了 


| 
Dadrld<pt Es i=rtl, ee,n. 
了 一 


学 7 。 


即 


Padsn<( p 十 La 二 7 十 ],***,% 


j=1 


当 hk->00, 便 有 Diasd;=0， 所 以 awsd;=0,7+1<i<n, lj" 


1=1 
由 4d1 汪 0,…,4, 宝 0, 便 证 明了 ac,， 王 0， 1<j<r, +r 十 1? 即 
As,=0. 这 和 用 不 可 分 拆 的 假设 予 后 所 以 证 明了 7 二. 


于 是 Le->do M51>A5'， 因 此 由 pp (Mi144i)<p+ 上 ， 


则 有 p(do' A440)==p>0. 
记 B= /so "A/o= (Dbi;), 于 是 Di 一 0ijC ' ds, 1< sy < 因 
此 令 
pi= > bij= > awdilds, 1 Sin. 


了 =1 j=1 


网 p= p(s A/Ao) = maxpr. 我 们 无 妨 设 
p=p1="…=ps>pen2 p>0. 
下 面 来 证 明 s 二 x， 设 若 不 然 , 即 s 二 x， 将 B 按 前 s 行列 分 块 为 
加 
B= 
B, B,/).. 
由 于 4 不 可 分 拆 ,所 以 B 也 不 可 分 拆 , 即 有 Bs 关 0, 将 B 的 前 s 行 


及 列 , 后 4 一 s 行 及 列 作 同步 的 置换 ， 从 而 无 妨 设 B, 的 第 工行 第 ? 
列 元 素 0 天 0、 作 


b11 | abln 
0,=P, (a) -BP, (a) = l 

n—,11 “"" Dn-i1,n-! CD -1,n " 

a ba “" a bn,n-! Dnn 


于 是 各 行 和 分 别 为 
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Di 一 Di 十 (一 1)D，1 一 1 2 ,2 一 1 
pn 一 -Du 十 (1 一 6 ) bn. 
当 0<o<1 时 便 有 04<ptpo 委 Di，2 委 ;1<2。 由 651,>>0， 所 以 
可 取 a 使 得 
0<a<1, 6- 0D, 十 (1 一 xD<<D 十 (G 一 1)2 
此 即 p; 二 p1。 所 以 
: pi1<Pp1, pi Spi IESENn 1, p<Ppi<pr 
于 是 由 p(B) ==Infp(P-'4P), 便 有 

Pp1= max pi; 之 max 1 一 (CA 内 二 AP 
这 证 明了 存在 pi, =p1, 有 PCC 二 p(B), 这 里 ioE€ {2,…, 8s}, 这 证 
明了 至 多 s 一 1 个 pf 等 于 0. 

对 OC, 用 上 法 讨论 , 所 以 至 多 s 步 ， 便 得 到 非 负 方 阵 序列 C， 
C2,…， Cs, 使 得 它们 都 由 对 B 作 广 闵 初 等 方 阵 之 相似 所 得 到 ， 上 是 
p=p(B)=p(01)=…=p(0o)， 但 04 的 每 个 行 和 小 于 p， 这 和 
2=Infp(P-!4P) 了 矛盾 ， 所 以 证 明了 s=n, 即 有 

pp 三 Di 一 … 一 Dr， 


di Zarsd,; LA di 
| )}-( : }- : |= 人 
CC Sanjd; a, 


因此 


dnpn 

所 以 p 为 4 的 正 特 征 根 , 而 (2，… ds)' 为 4 的 属于 特征 根 p 之 
特征 向 量 , 其 中 4 二 0,…, 4d, 二 0. / 

下 面 证 明了 唯一 性 . 关 4 有 一 个 正 特征 根 co 且 4 的 属于 特征 
根 po 之 特征 癌 量 为 (f1,…, fn)1 使 得 f 二 0,…,f, 二 0， 我 们 来 证 
Po 二 Pp, 且 存在 正 实数 a, 使 得 fj 二 adj, j= 二 1,2,…, n。 事 实 上 , 令 

D=diag(d, ,ds), F=diag(f,,.…,f,). 

B=D-'AD=(b;,), OC=F-'AF=(0,,). 
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记 e= (41 1 ， 则 由 De= (ly Pe= (及 用 ) 所 
lL ADe= ppDe, AFe= porfe, 此 是 | 
Be=pe, Ce= poe. . 

但 是 A 二 DBD" 一 PC 一 站 (F- i D)- -1 ,其 中 

A=F-'D=diag(f,~!d,,.*, f,.-! 
记 47 =f d),1<Ien. 中 各 六 

14; 一 … = 外 之 hn 之 … 之 如 盖 0. 

今 (1 人- C= 有 (BT D) 一 ， 所 以 有 4icij; 二 0;;4)， 出 Be= pe, 


Ce 一 poe, 所 以 有 > Di 一 py > 01;= po. 因此 
j} i 


性 已 . . 
Po 一 >，Cij 一 > pp $=],2,*.*, Nn. 
j=1 j=1 i | 


j=1 


np min LE BijAjSRPp max hit, 1<tl<n, 
1 Len z l «Escn . 


因此 由 之 ,85 一 和 po， 便 得 


{phpo hps LSi<n. 
取 ;=n, 有 Pp 三 po, 取 i=1, 有 po 碾 p， 这 证 明了 po = 二 p。* 
因此 有 四 
DNdj=hipo =p= hb 
j=1 


j=1 


即 | 

: DADbs=0, 1 过 7 去 0。 
但 是 太一 … 一 和 > 和 > 取 守 1 2，… 纪 便 证 明了 
> (4 一 4))5ii 二 0， 其 中 久 一 右 二 0， 所 以 20 二 0， ,111 


j= t+1 
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十 1 坊 j<n, 即 证 明了 当 > 上 时 吾 可 分 拆 , 这 和 假设 召 不 可 分 扳 
矛盾 , 所 以 证 明了 rt, 即 4=F-1D=41-17m, 即 D= 宁 1 了 ， 所 以 
fj 二 A1d;,1 志 jn, 其 中 为 为 正 实数 ,定理 证 完 . 
定理 14.1.4( 比 较 定理 ) 设 4 为 % 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 , 且 . 
Ae= pe. 
设 B 为 n 阶 复方 阵 , 记 B= (5,;),4= (a;;)， 假设 
blSaj, li,j<n. 
则 8B 的 任 一 特征 根 No 适合 条 件 
|dol 志 pp， 
有 下 辣 see 的 特征 根 当 县 代 当 1 的 特征 向 量 为 
[exp(—~V—14)Je, . 
万 一 ev-10Fexp( 一 Dope [0)] A= diag(b ,0,)， 
其 中 0 过 0 过 ,… “S02, 
证 设 宙 为 BB 的 特征 根 ,&= (4%,…,4,) 为 相应 的 特征 向 
最 ， 由 于 Ba= ho 即 有 


3 bpjd A, 1<kh<n. 


J=1 


记 % 二 max | ur | ， 于 是 0 天 210 三 | vx, | 。 且 由 2 二 Qi;s 有 


| N01 = 40o2 ,| = 一 br 


<» | ov 3 Gr ouUo™— Pio, 


因此 证 明了 14 |<p. 
设 B 有 特征 根 和 如 =pe”-', 显 然 无 妨 设 它 的 特征 向 量 a 有 
| 2 | 一 … 一 | >| 2 村 人 … 和 之 | 如 | 人 0， 


我 们 来 证 iw， 事实 上 ,车 1<<n, 将 4 按 前 i 行列 分 块 为 
人 入 
A= 
4 4, 
由 4 不 可 分 拆 ,1<t<n, 所 以 4, 关 9， 对 4 的 前 1 行 , 列 ,对 4 的 后 
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?一 ! 行列 分 别 作 同 步 的 置换 ,于 是 无 妨 设 on 天 0 而 


< Oa ll. 
j=1 


pill|= | pe 2 | = | Nu) = Pa 
j=1 
由 于 ain| Ua| < 一 alias 所 以 
pi|<>4iil 一 ol. 
j=1 


这 导出 矛盾 。 因 此 证 明了 t==7, 即 有 
ll=…= |u| =a>0, 
有 
Wj= a 1, 7=1,2,..,8. 


从 特征 向 量 角度 可 知 无 妨 设 a=1。 所 以 特征 向 量 


Wi\ /ein /eT | 
-|( : 上 上 - a ) 
[ ee” -1¢4, ee -1¢e, 


e 一 (exXp( 一 人 —1/4))e, 
其 中 /= diag(0,, ”9 0 ) . 显然 无 仿 设 0<0 < 0, <27. 
现在 来 计算 % 阶 复方 了 泗 B. 今 


Be= a= pe -ie 一 148， 


故 有 Be-v-ide=pev-i41-ne, 即 有 
3 bise-”-i 4 一 pev -lte~ei ) ,一 了 2 ， 7 
了 = 

比 即 


网 
p= 人， Dye 16084040 一 y3 biev -les ¢ ~4)) 
j=1 j=1 
仍 性 
< 委 >， LE 
| 1=1 j=1 


而 4e= pe， 即 有 p= > ,wj 这 证 明了 
后 
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18;;| = qs ?7 一 1 2 人 


所 以 
5 一 CEY 16 $= 1,2,.…,R, z 
于 是 
p= > 3 bije™ -1 4 6 了) =5 at jE lt0me-sp, 
了 一 
J 一 1 2，… 
所 以 


2 Qij= 2 qiscos (&11+0s—0—0,) 
了 = 1】 了 7=1 
一 之 ， at 一 2> Josinss (ist+0,—0—0)). 
f=1 f=1 / 


这 证 明了 当 a1;>0, 有 sin 隐 (54s+9: 一 9 一 9)) =0, 即 有 


一 一 和 十 ! 十 0 十 28;77， 


其 中 名; 为 整数 ， 在 0 一 0 附 ， 约 定 司 ) 一 一 凡 十 0 十 0 的。 总 之 ， 
有 
@v lt ev 1+e -0 ,j= 1,2,* 
于 是 
B= (Bi) = (qe 1)= (gryeY +e ) 
~ev-ist(exp/—1A)-!'Aexp v1h. 
反之 , 车 B=ev-T*(expr 一 14)-14exp /一 14) 有 特征 根 和 ， 
相应 特征 向 量 为 (exzp~/ 一 14) -ie, 我 们 来 证 = pe 事实 上 ， 
由 B(exp</ 二 14) -le 一 和 (expw/ 一 14)-1e， 所 以 
he= (exp\/ 一 14)B(expw/ 二 TD-le 一 ev-ide= pev-Tre. 
这 证 明了 h= pe .定理 证 完 ， 
定理 14.1.3 2 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 任 一 特征 根 4 有 
。42 了 。 


[lp= Inf pl(P~ AP), 
”对 一 切 广义 : 
初等 方 阵 P 


且 4 的 正 特 征 根 Pp 为 单 重 根 ， 又 07 一 4 的 伴随 方 阵 4(p) 的 
元 素 都 是 正 实数 . 记 4= (ai;y), 则 有 


min Bes<p< max ,Day / 
1 i . 
且 有 
入 从 
p= min > ,aij 当 且 仅 当 P= max D>》 jas 
1 大 ;和 ?3 7- 1 1 宏和 和 人 = 1 


证 将 4 的 第 行 及 第 4 列 元 素 全 换 成 零 ， 得 到 的 非 负 方 阵 
记 作 4 将 4 的 第 行 及 第 上 列 元 素 除 去 ,得 到 4 的 于 笨 阵 记 作 
Bi., k= 1,2,: 于 是 : 


Fdet(A1™—A)= Dy det (1 "1B,) 


由 定理 14.1.3 A4 有 特征 根 p 及 属于 特征 根 p 的 特征 网 最 
(ll ， 记 D= diag(d, ,dn), 则 由 - 


0 di 
人 人 
Z C 


» 


有 | 
ADe= pDe. 
记 A4= D"'4D, 则 4 仍 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ， 且 
4e= pe, 


在 定理 14.1.4 中 取 本 为 及 由 4， 的 定义 可 知 定理 条 件 适合 ， 因 
此 证 明了 4， 的 转 征 根 4 有 |4o| 委 p， 且 者 4 有 特征 根 人 = De ， 
对 应 的 特征 向 量 为 [exp( 一 /一 I4)]e, 又 

4=ev ifexp( 一 W 一 L)]4[exp(w/ 一 14)]， 
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这 里 二 diag(9,,…，9,), 但 是 由 于 4; 的 第 大 行 和 第 大 列 全 等 于 
零 , 所 以 4* 可 分 拆 ,这 证 明了 4 可 分 拆 ,因此 导出 矛盾 . 所 以 到 = 
D- 4D 的 所 有 特征 根 之 模 小 于 p. 
在 4, 中 划 去 第 开行 和 第 天 列 , 记 作 有 多， 由 
det(a47o 一 了 )= Adet (AI™- DD — $B,). 
取 4= 2， 则 由 det(p1m 一 ZA) >>0, 所 以 detip1*" 0 一,)>0. 


由 OdeicA1 mA)= Odet(A1™— A= Sdet(A "0— $B,). 
而 而 一 


这 证 明了 
Gn 
mdet(A1™—A) 1-,>0. 


所 以 det(A41m 一 4) 以 p 为 单 重 根 . 
今 det (pI 一 4)=0， 对 pI 一 4 的 伴随 方 阵 4(p)， 由 
Lap lace 展开 定理 可 知 
(piI—A)A(p)= det(pi1—A):1=0.. 
记 eyER"， 其 中 e 的 第 ) 个 坐标 为 1， 其 余 坐 标 为 零 又 记 
三 4(p)es, 即 为 4(p) 的 第 3 列 ， 于 是 有 
Aag,= pgys 1 = 1,2,: 
由 于 A 以 p 为 单 重 特 征 根 ， 0 特征 向 量 生 成 一 - 维 子 空间 ， 所 以 对 4 
的 属于 p 的 特征 向 量 4= (di,…,d .) ;G1>0, ,dn>0, 则 有 
he 
其 中 ab yan 为 实数 ， 所 以 
A(pP)= (cia… ‘Qn0). 
下 面 证 4(p) 的 元 素 全 为 正 实数 ， 即 证 a,>0,…;an>0， 事 实 上 
由 于 det(p7 一 Bi) 为 4(p) 的 第 个 对 角 元 素 , 而 已 证 det (pI 
一 B,) >0, 又 BB 各 Bs 相似 ， 所 以 证 明了 4(o) 的 第 8 个 对 前 元 素 
qd >0,E=1, 2 已 知 d1>0,.…, ds>0，, 这 十 明 fal 这 0,，……， 
14230 


ax 这 0。 所 以 4(o) 由 正 实 数 构成 . 
记 4= (gi), Pp: 二 911 二 1,2,…, nn， 下 面 证 
j= 


min Ai 委 0 委 max pr 
1e<ieh 1 < 之 和 


由 P=Iinfo(P -4P) 适 (4 一 max pi, 所 以 只 要 证 min pi< 


o. 今 


六 一 41 一 Ci 
oo : : 


-一 让 | 昌 帮 由 PP— dnn 

0 一 0 一 On-l 0 一 Di | 
= de: 
Hi-1s1 “"" PD—Gn-l,n-!1 PAP Pn-i 


! 
一 Cr "nn-l Pp pn i! 


按 最 后 一 列 作 Laplace 展开 , 则 有 
Zu(p—pi))Ain(p)=0, 
j=1 


其 中 4jn(p) 为 4(p) 的 第 4 行 第 7 列 元 素 ,所 以 都 是 正 实数 ,这 证 
明了 PP, PP—Pn 中 若 有 元 素 大 于 零 ， 则 也 有 元 素 小 于 零 , 反 
之 亦 然 ,所 以 min 0 和 0 达 Ja Ps- 


最 后 , 设 p= min ps, 则 p<p:，1<i<rn, 所 以 0 一 Pi 和 0 
t= 二 1,2,..*, 1. | 由 之 ， (0 一 Dj)4js4D) 一 0 可 知 Ai 二 有， 1<1 en 因 
j=1 i 


此 p= ,max ps， 同 理 , 设 p= max pi, 则 Pp 之 pi,1<i<n, 所 以 
ps 二 Pp,1 志 i 人 RR， 因此 p= in Pp:， 定 理 证 完 . 
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定理 14.1.6 设 4 为 n 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ,Pp 为 4 的 最 大 
正 特征 根 , 则 模 等 于 p 的 特征 根 都 是 单 重 特征 根 , 它们 是 


ep Ee2D,'**s Emps 


其 中 m 为 自然 数 ， es=exp 1 Dr, j=1, 2,，…,m， 它们 


对 应 的 特征 向 量 分 别 为 

(exXp/ 一 14)-IG，(expV 一 14) ia, (expV —1A»,) -ia, 
其 中 /1;= diag(0;.,…*:,07n)，0 才 0 :,07, 过 2x，7 二 1,2,…, mm. 
又 0= (lb ,dL1>0,…,dn>0， 再 


2 ~ ]x 


A=e 5 (exXpv 一 14)-14expw 一 141. 


~ P-ie-Ii4pe=diag(eI%™ ye ram)， 
0 ,… 0 A 
A …. : : 
. 0.0 
An,m-!1 0 
证 设 4 有 特征 根 pe" 关 p, 其 中 0<0<2x， 在 这 批 特征 根 
中 取 这 样 的 特征 根 , 使 得 0 最 小 ， 由 定理 14. 1.5， 存 在 正 实数 构 
成 之 对 角 方 阵 D, 使 得 (DAD)e= pe。 由 定理 14. 1. 4， 
D-14D=ev=T(expw/ 二 IT4)-ID-14D(exp/ 二 IT4)， 
其 中 心 一 diag(gib yb) ,0<0 bs<2r. 由 于 expw/ 二 IT4， 
为 对 角 方 阵 , 所 以 D(expw/ 一 14) = (expM 一 141)D， 这 证 明了 
4 一 ev-it(exp/ —14,)-'A(exp\/ —14,). 
由 4 和 ev- 4 相似 ,所 以 4 有 特征 根 
p, pe 1°, pe 
但 是 4 的 特征 根 的 个 数 有 限 ， 所 以 存在 最 小 自然 数 m 使 得 
.425 。 


.P*iAP= 


2v 一 19 .,。 
» 


| 2 ， 
ore=1) 即 ev 为 2"=1 的 本 原 根 , 即 9=<， 王 是 记 


/一 


ee , 则 4 有 特征 根 ep, ezp，…e"p， 这 时 若 4 另 有 特征 


27r、/ 一 1 . 
根 pev-…'?, 其 中 0 二 p< 二 27， pF TL, j=1,2,..,m 由 9 


之 选取 可 知 ~-<p. 因此 存在 自然 数 p 使 得 


2 < 一 p 二 TE 


-2prvV-l 
此 即 0<p 一 了 < 和 由 于 A 和 e 7 ”4 相似 所 以 从 4 


i 
有 特征 根 pev-T 可 推出 4 有 特征 根 pe Ce ,这 和 9 之 选 
取 了 矛盾 . 所 以 形 如 pe”-™' 之 特征 根 只 有 ep,e*p,…，e"p， 由 定理 
14.1.5, 4 有 单 重 根 p. 由 4 和 e :4 相似 ， 所 以 ep，e*p， 
…,E"p 都 是 4 的 单 重 根 . 

由 定理 14. 1. 4， 所 以 D-'4D 有 属于 特征 根 ejp 的 特征 向量 
(expV 一 14))-'e, 其 中 A)= diag(9y1,…， Qsn) , 001 Oy2, ,Oj 
2x. 今 D-14D(expv/ 二 1Aj)-!ie=ejp(expvV 一 14y)-!e， 所 以 

4[T(expw/ 一 14)) -IDe]=(e7po) [expV —14;)- iDe]. 

这 证 明了 4 的 属于 特征 根 ejp 的 特征 向 量 为 (expV/—IA)- '@, 
其 中 @= (di yd)》 7 一 1 2，， 
今 0 委 0 ,01n <2r. 于 是 在 在 置换 P, 使 得 
P-iAP=diagCuT™®? LT )， 
其 中 4,…, 4s 为 区 间 [0,2z] 中 不 同 数 , 且 无 妨 设 1 二 0， 将 4 和 
4 一样 分 块 , 则 有 


4 
A4=|[:  : 
A “A,, 


由 4=e i (expw 一 1! 14)-14 (expw 一 14)， 所 以 有 
* 和 学 2D， 


en 一 一 2r hn ， . 
(ee ) 4 0 jj=1, 2 8. 
AAA 一 于 2 一 1 


取 = 二 1, 于 是 由 A 二 0 有 (e 一 元 4 一 0 由 4 不 可 分 
拆 ， 所 以 4A, A,1,*……， A,) 中 至 少 有 一 块 不 等 于 零 ,而 A =: 0. 显然 ， 


无 妨 设 421 天 0， 有 po 一， 于 是 43， 一 0， ”9 A, 二 0， 取 7 一 2， 于 是 


av 


二 ) Ass 一 0, 所 以 A412=0, 42 二 0. 


由 1 一 0, pa 一 4 王 有 (eT 一 e 
由 4 不 可 分 拆 , 所 以 A432,…, 4ss 中 至 少 有 一 块 不 为 零 ， 显 然 ， 无 
妨 设 4 天 0, 即 1s 全. 这样 依次 讨论 下 去 , 便 有 


21(7 一 。 一 
j= j=1,2,'", 8, Sm 
且 
0 0 0 4 
Asl 0 0 A,s 
A=! 0 4;, 0 Ass|， 


0 0 “7 As,s-1 A,s 


2 4/ 1 


其 中 A421 关 0,…,4s,s-1 关 0) 而 (ev-1*1 一 2 所 ) 4;.=0, l]<?&s. 
由 4 不 可 分 折 可 知 s 王 7， 日 4 一 0 Anm = 0. 所 以 证 明了 
定理 , : ? z 


习题 14. 1 


1. 设 4 为 n 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 , 试 证 (I 十 4)"…! 仍 为 非 负 方 阵 ， 其 中 
元 素 全 由 正 实数 构成 . 
2， 设 41,4,,… 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 序列 。 记 4s= (a1)，K==1,.2， 
.… 假设 序列 {jm} 为 单调 递增 序列 ，1<<i, jn， 则 4 的 最 大 正 特征 根 
pp 也 音调 递增 ， 
。 了 27 。 


3， 设 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 最 大 正 特征 根 po 二 1,B 为 非 负 方 阵 . 试 证 ， 

存在 唯一 的 正 数 5, 使 得 4 十 5B 为 非 负 方 阵 , 且 4 十 88 的 最 大 实 特 征 根 为 1， 
4. 设 p 为 % 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 最 大 正 特 征 根 , 记 

eAr 


(x2) = ¥Y e'ir.>0, 
| Pi er’ i 
坛 证 : 
min max pi 一 0 一 max min p;(2). 
Fi 0 lj #1>0," Fn lsjen 


5， 设 p 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 最 大 正 特 征 根 、 记 a 为 单位 向 量 ， 鞭 
坐标 大 于 或 等 于 等 . 设 Aa 志 pa 或 4a 之 pa, 试 证 : Aa = Pa， 
6， 试 严格 证 明 : e1p,…,Em02 都 是 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 单 重 特征 根 ， 


$14.2 非 负 方 阵 
设 4 为 a 阶 非 负 方 阵 , 记 e=(1,…,1)， 任 取 自 然 数 8， 记 


1 .…， 1 

_Ari 4 | : : 

4 一 4 十 ee 4 十 下 | : 
1 ... ， 


则 4 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ， 所 以 4 有 最 大 正 特征 根 ps, 对 应 的 
单位 特征 向 量 wx 由 正 实数 构成 ， 今 序列 {as} 有 收敛 子 序列 ， 极 限 
为 wo 即 limas = oo 它 仍 为 单位 向 量 , 元 素 由 非 负 实数 构 成 由 


oi, 二 pi,01,, 双方 取 极 限 ， 便 证 明了 序列 {pi,} 有 极限 Pos 且 : 
Amo = Poo. 
今 0 >0, 所 以 po 之 0. 又 由 det(er1 一 4A4) 二 0, 取 极限 ,有 det(poi 
一 4 二 0. 所 以 po 为 4 的 特征 根 ， 田 一 方面 ， det(41 一 41) 
det(41 一 4)， 所 以 当 雍 充分 大 时 ， 由 多 项 式 det(41 一 4:) 和 det 
(41 一 A) 这 两 个 多 项 式 决定 的 曲线 的 纵 坐标 充 分 接近. 由 于 
多 项 式 函 数 的 特性 , 所 以 零点 也 充分 接近 ， 这 证 明了 4 的 最 大 实 
特征 根 p 和 4 的 最 大 实 特征 根 充分 接近 ， 由 pu->pw 这 证 明了 
Po 为 4 的 最 大 正 特 征 根 , 所 以 po>0. 由 定理 14.1.5 可 知 7 一 
* 428 。 / 


4 的 伴随 方 阵 4(ps) 由 正 实数 构成 ， 由 于 lim4(ot)=4(oo， 所 


以 4(po) 为 非 负 方 阵 . : 
引 理 14. 2.1 设 po 为 非 负 方 阵 4 的 景 大 实 特 征 根 , 则 当 4 之 ps 
时 4A(4) 和 -4() 都 是 非 负 方 阵 . 
证 今 (47 一 4)4( 和 =det(47 一 4) -7 记 4( 轿 的 第 行 ,第 
9 列 元 素 为 4i;( 力 ， 于 是 由 


A(N)+ QD 在 49=(374y (4 ) ) 
j=1 z 


1 d _/~ 1 
(41—A) "AWDIAD =(Dhy WD) AA 
所 以 由 (一人! 二 (det(41 一 4))-14( 力 ,有 


(det C41 —A)) 4(D2 十 - 厅 4 (1) 


~ (det(A1— A))-!i(trA(M)) A(N).. 
即 有 


B44 = det (41—A4)) "| D1 AnD hus 


l=i 


— S14.(0) hy (9) | 


l=1 


= (det(A1—A))-!S det(suy 区 


Asjt4) AisC4) 
了 = 1 


记 四 一 于 阶 方 阵 7 一 450 一 14470900) 一 4 Lod ~ +D Ds) 的 伴随 


od —1)0 +1) .on 


方 阵 的 第 宇 行 第 了 列 元 素 为 43?()， 则 易 证 


?了 29。 


ie CD) 4 人 六 as CT- AVAD ON 
Ai(l) Ais(N) 


这 证 明了 
Ay(N) = DAD jb 


| 


下 面 用 归纳 法 来 证 明 引 理 ， 对 阶 数 作 归纳 法 . 当 ?#2=1， 则 
4(4) 三 1， TAA) 三 0 所 以 4(j 及 了 吃 4( 人 都 是 非 负 方 阵 设 对 


阶 数 入 "一 1 的 非 负 方 阵 , 相应 的 伴随 方 阵 及 其 导数 在 A>po 时 都 
是 非 负 方 阵 , 记 42=402242204 4222 的 最 大 实 特征 根 为 pi. 


今 
n=1 
det(47 一 44) 一 (A—ann)Ann (4) YT >, Gnd pn (4)., 


j,k—=1 


对 4 用 归纳 法 假设 ,所 以 4 天 是 非 负 实数 , 因此 


det(D 7 一 4) 一 (D， 一 0 n) Ann(On) 3 Gnsdrn A (pr). 


了 ,此 一 | 
由 4 一 det(Do7 一 4 三 0， 所 以 det(pn7 一 4) 二 0， 但 是 
Po 为 4 的 最 大 实 特征 根 ， 即 当 ho> po, 有 det(41—4)>0. 这 证 
明了 Pr 于 po。， 同 理 可 证 Di 三 po t=1,2, 也。 所 以 


max Pi; po. 
li 


另 一 方面 ,由 归纳 法 假设 , 当 4 之 pt 时 有 442(4) 非 负 . 这 证 明 
了 当 4 之 po 时 有 
Tdi (WD = APWF0. 


| 


所 以 $4( 力 非 负 ， 又 由 训 44( 力 之 0, 所 以 4is( 力 单调 递增 ， 办 


此 当 4 之 po 时 有 4iy( 和 之 Aiylp0) 二 0，1i，J 夺 x， 这 证 明了 
” 430 4 


A(4) 当 4 宇 po 时 为 非 负 方 了 省 ，51 替 证 先 ， 

推论 1 设 po 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 最 大 实 特征 根 , 则 当 
i 宇 po 时 4A() 由 正 实数 构成 . 

证 ”由 定理 14. 1.5, 4(oo) 中 元 素 全 为 正 实数 ， 由 4ij (0) 之 
4;(p0) 0， 记 = 2 2， 所 以 4(4) 中 元 素 全 为 正 实数 . 
证 完 . 

推论 2 设 po 为 非 负 方 阵 4 的 最 大 实 特征 根 , 则 det(47 一 4) 
>>0, YA4>po， 因 此 (41 一 4)-! 为 非 负 方 阵 , Y4> pe。 特别 当 4 为 
不 可 分 拆 非 负 方 阵 时 , (47 一 4)-! 由 正 实数 构成 ,YA4> po、 

证 今 po 为 非 负 方 阵 4 的 最 大 实 特 征 根 ， 所 以 det (41 一 4) 
在 区 间 (po, 十 co) 中 大 于 零 .由 引 理 14.2. 1, (det (41 一 4))-14(4) 
为 非 负 方 阵 , 所 以 (47 一 4)-! 为 非 负 方 阵 ， 当 4 不 可 分 拆 时 , 由 推 
论 可 知 ( 人 7 一 4) -由 正 实 数 构 成 ， 证 先 . 

定理 14.2.1 设 .po 为 4 阶 非 负 方 降 4 的 最 大 实 特征 根 ， 则 
A 不 可 分 拆 当 且 仅 当 poT 一 4 的 伴随 方 阵 4(po) 的 对 角 元 素 
Aj;(po)>0,7=1, 2 R, 

证 设 4 不 可 分 拆 , 由 于 推论 1,4(po) 的 对 角 元 素 全 是 正 实 - 
数 ， 反 之 , 若 4(po) 的 对 角 元 素 全 是 正 实数 ， 记 为 4 中 划 去 
第 7 行 ,第 1 列 构成 的 4 一 1 阶 子 方 阵 , 则 

Ai(po)=det(pol—AV) >. 
所 以 一 1 阶 方 阵 4 中 的 最 大 实 特征 根 Ci,< Oo =1,2,…,n， 如 
果 nn 阶 方 阵 4 可 分 拆 , 则 无 妨 设 | 


Be O 
人 
DD 多. 
其 中 0<s<n， 又 无 妨 设 B 的 最 大 实 特征 根 为 pw 所 以 4 中 除去 
最 后 一 行 ， 最 后 一 列 所 得 之 子 短 阵 4 ( 的 最 大 实 特征 


. 431 时 


根 Pp,<pPo， 但 是 po 所 Pp,， 这 时 出 巴 盾 .证 完 . : / 
定义 设 4 为 n 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ,车 4 的 最 大 实 特征 根 
po 大 于 所 有 其 他 特征 根 之 模 , 则 4 称 为 本 原 方 阵 ， 否 则 称 为 非 本 
原 方 阵 . 
引 理 14. 2. 2 ”元 素 都 是 正 数 的 方 阵 为 本 原 方 阵 . 
证 ”由 定理 14.1.6, 设 4 的 元 素 都 是 正 数 . 记 p 为 4 的 最 大 
正 特 征 根 ， 则 模 等 于 po 的 特征 根 为 etpb…eno， 其 中 
2 一 exp2s 一 1 一 2 2 ,mn 
且 A=e (expV-T4 )-L4(expw/ 一 1.41))， 
其 中 心 =diag(0 30);0 委 0 0<2r. 记 4= 《9i7)， 则 有 


ev 一 101i @5 一 如 1 ev - 工 (人 + 7, i,)=1, 2 内 ai>0, z ， ;= 二 1, z 
2, ,所 以 EV-1oug4 二 qnev-1( 芝 ti)》 这 证 明了 m=1， 所 以 
4 的 其 他 特征 根 加 必 有 |h| 二 p， 证 完 ， 


5| 理 14.2.3 设 n 阶 方 阵 4 有 s 个 不 同等 征 根 如 加 
A, 任 取 目 然 数 m, 则 有 


m 1 | oer 
4 -Di = (4— —/h) AT A)- Tip 


其 中 : 
mWD= -An UA)" 
为 4 的 极 小 多 项 式 
证 由 于 所 求 公 式 在 相似 下 不 改变 ,所 以 我 们 可 取 4= 
diag(J 1 os 人) 为 Jordan 标准 形 ,其 中 
: J THD FNIDN, k=1,2,...,t, 
又 pp; 中 不 同 数 为 1,…,4,。， 由 于 
A™=diag(J i™,*, J, ™), 
* A432 。 


mr4 1 Ver 一 上 
A (A— A) 4A —A) 


一 Ce 人 mm € os 
=diag(, De LIT Ca 0 一 250 一 To) 
所 以 问题 化 为 计算 


De ro —1)| [AA— /4 一 WISNO— NG ))- drew 


注意 到 当 Ar 夭 4 则 由 该 项 中 有 因 式 (4 一 和) 所 以 当 4= 加 时 取 
值 为 等， 人 ,使 得 144 二 4y, 且 . 


1 n 
De 一 7 了 di (4—45) "i (4— EN ai 


1 dj- 一 | 本 1 
CoD a 1)! a -4 (> (4— 1;) 1-! Ni 


1 di -am 。- 
-Dr jw 


1 m! (ey—1) 1 Ma 3 
Cp (和 一 Di Y 


xz- 
=- 之 jp N: 
i-o 人 ! 
-2 ji N'=(A100 NO) nT, hl, 2, 


5| 理 证 完 ， 
定理 14. 2. 2 % 阶 不 可 分 拆 非 负 方 隆 4 为 本 原 方 阵 当 且 仅 
当 存 在 自然 数 和 使 得 4” 的 元 素 都 是 正 数 . 
证 设 4 为 本 原 方 阵 ,4,,…,4, 为 4 的 不 同 特征 根 ， 其 中 
4| 机 | 之 … 宇 1|4,|， 由 引 理 14. 2. 3, 对 任意 自然 数 m, 有 
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m 1 Ce mA ejifY?r -1 
I aT {As) HTA) da 


今 4 不 可 分 拆 ,4 的 最 大 正 特征 根 所 为 单 重 根 ,所 以 e,=1， 因 此 
4m= [jn(1 一 2) (HA) 


5 Py ,)! 9 di nA— A 547 一 A)™ a,. 


所 以 z 
A "A™ = 下 1) (47 —AD)™ 1],;-,, 


了 加 之 0, 有 
lim j= [C0—A) (7— AA) 


=[(4—A)det(Al— A) AC) ia. 
今 det(47 一 4 一 (4 一 40) (04 一 和) (A 一 村 )"*， 所 以 
1]im 4 4 一 (4 一 4 (4 一 4) “4(41)， 


由 于 det(47 一 4) 为 实 多 项 式 , 所 以 复 根 成 对 出 现 ， 而 实 根 都 小 于 
4 所 以 证 明了 (4 一 4) 和 (4 一 和 人) 20 由 引 理 14.2.1 4(4) 
中 元 素 都 是 正 实数 ， 所 以 证 明了 lim4"4" 为 n 阶 方 阵 ， 元 素 都 
是 正 实数 ， 所 以 存在 充分 大 的 数 m, 使 得 4,-"4” 中 元 下 都 是 正 实 
数 , 即 A" 中 元 素 都 是 正 实数 . 

反之 ,车 4 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 , 且 存 在 自然 数 加 ,使 得 4A” 中 
元 素 都 是 正 实数 ， 由 引 理 14.2.2 所 以 4” 为 本 原 方 阵 . 因此 .如 之 
不 同 特 年 根 4&4,…，ks 有 4 之 14s| 宇 … 宇 Ls|. 由 下 之 4 个 
特征 根 为 1,4,,…,4;,, 则 A” 之 #2 个 特征 根 汶 1", A?,…., 4m 又 4 
有 一 个 最 大 正 特 征 根 4, 所 以 入 = 心 p, 因 此 4 之 任意 特征 根 
入 夭 2 则 有 147| 二 人 Y Ti 一 全 启 = 和 .由 定义 可 知 4 为 本 原 方 
。， 了 3 了 4 。 


阵 ， 证 完 . 
定理 14. 2. 3 设 0 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 4 的 最 大 正 特征 根 ， 


则 4 为 非 本 原 的 当 且 仅 当 丰 在 置换 方 阵 7 P 有 个 最 大 的 自 然 数 
m, 其 中 m 之 2, 且 


Pp-1A"*P=diag(A,, A,, “9 4 )， 
其 中 4 42,… ，4m 都 是 本 原 太 阵 ， 且 它们 的 最 大 正 特 征 根 都 是 


pw 又 4 恰 有 mr 个 模 等 于 p 的 特征 根 
&I0ye22D °°"'s Emp 
其 中 e; exp rl, = 2 


证 设 P-!'4"P=diag(41,42,…, 4m), 其 中 4, 4 本 原 
且 mw 之 2， 所 以 4" 可 分 拆 , 因此 对 任意 自然 数 9, 4” 可 分 拆 ， 所 
以 不 存在 自然 数 p， 使 得 4? 中 元 素 金 是 正 数 ， 否 则 由 4? 中 元 素 
全 是 正 数 , 则 4"? 中 元 素 也 全 是 正 数 , 这 和 4m? 可 分 拆 矛盾 ， 由 定 
理 14. 2. 2, 所 以 4 非 本 原 . 

反之 车 4 为 非 本 原 的 不 可 分 拆 非 负 方 阵 . 所 以 4 4 有 特征 要 
学 p, 其 中 p 为 4 的 最 大 正 特征 根 ， 由 定 理 141.6， 4 的 
本 和 于 p 的 四 生根 为 


eips 20Dy "sy emp 


(j=-1)s 
其 中 m 之 2 为 自然 数 ， 5 ， 7 一 工 , 2 7 且 存 


在 置换 方 阵 了 使 得 / : 
Pp-'e”~!' “p=diag(el‘™), ,Eml "mn)), 
0 aoe 0 Alin 
P-L4P-|4 ** 0 ”| 
4 0 
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于 是 Pp-'iA"Pp=—diag(4,,.……, 4). 
下 面 分 别 求 41, 4;,…, 4w 的 最 大 正 特 征 根 ， 今 4 不 可 分 拆 , 所 以 
P-!14P 不 可 分 拆 ， 因 此 存在 向 量 4= (41,…, du)' 为 属于 特征 根 p 
的 特征 向 量 , 其 中 1>0,…, ds>>0， 和 将 a 和 P-!'4P 一 样 分 块 ， 则 
有 : 
0 = (0 ,Gm ). 
由 P-'APa= pm, 便 有 了 -14"Pa= ora, 所 以 有 
AjQj = pp"G;, 一 1 27 
这 证 明了 p” 为 4; 之 特征 根 ， 又 对 4 之 任 一 特征 根 Ho， 则 有 
dl 委 0。 所 以 PP 4"P 有 特征 根 8， 而 jx31p"， 这 证 明了 
p" 为 4， 之 最 大 正 符 征 根 设 |juol =p, 即 
_ ,2h 2 DaV 1 
mm 

其 中 keE{1,2,…, 1m}， 所 以 y8 二 p”"， 这 证 明了 4; 中 模 为 p" 之 
特征 根 8 只 有 p”", 因 此 4; 中 其 他 特征 根 之 模 都 小 于 p". 由 害 
义 可 知 , 为 了 证 4 ; 为 本 原 方 阵 ， 只 要 证 4; 不 可 分 拆 就 够 了 ,这 里 
9 一 1,2,… 

今 4 分 折 车 4，， “1 中 至 少 有 一 个 可 分 拆 ， 由 定理 
14.1. 1, 于 是 存在 置换 方 阵 P,, 使 得 非 负 方 阵 

Bipri "Bi 
Bp, pi 了 


入 站 
py 
| y 

Bo 


其 中 B11, …, Boo 不 可 分 拆 , 所 以 qm, 记 B=P7iiP-'i4PP,， 则 出 


4 不 可 分 拆 可 知 B 及 B 不 可 分 拆 ， 它 们 的 最 大 正 特征 根 都 是 p， 
9 学 6。 


Pi'P-'A" PP,= 


于 是 存在 属于 特征 根 p 之 特征 向 量 a, 6， 它 们 都 由 正 实数 构成 . 
由 Ba=pa, B'P=pB. 将 % 和 PB 按 B" 一 样 分 块 方式 分 块 为 a = 
‘(01° … Gy ) ， 有 一 (0 »"" ,Bo ). 


也 
B"a= p"a, BB"=p"p. 
所 以 有 
p 
Byyrq = Pp"Gg, H's Bag 28; ‘Bjs=p" Po. 
j=1 
所 以 


» 
PP ay 一 0 Boag 之 ， [Be09. 
1=1 
出 Boay 一 pa 即 有 
也 
3 BoQiy 一 4 
j=1 


由 于 Bjo 为 韭 负 方 阵 ， by, os 之 坐标 都 大 于 零 ， 所 以 有 pi;Bjiskq= 二 0， 
1<J 委 2 即 有 DB, 一 0,…，Boo 一 0. 依次 讨论 下 去 , 于 是 同 理 可 证 


bi 机 Bip 
Bm 一 diag » Bp ,p+1 "ys Boo 
Bp, 


于 是 
. g J 
> Bydr = paQy, > ,BBi;=p"™B’, 1 < Jp, 
k=} k= 1 
比较 7 二 1, 有 
了 
Oral 一 2 Bis, ppi= pi1B 
k=1 
所 以 


。 了 37。 


p 
pbig!=pB1Bi% = 2 Bo 


k=1 


P | 
这 证 明了 >> ,B18Biw%w= 二 0， 同 理 证 明了 Bis 一 0， 二 2,…,p。， 依 次 
k=2 


讨论 下 凡 , 了 证 同 理 可 证 Bjs 二 0，1 志 I] 之 kp， 即 有 
B”*—diag(B,,,……, Bo), 

其 中 B11,…, Byo 都 不 可 分 折 ， 且 Bjyy%j = 二 p"”a;， 即 每 个 Bj;j 都 以 

D” 为 最 大 正 特征 要 央 于 部 是 Bi 之 单 重 特征 根 ， 所 以 B* 有 g 

重 必 人 征 下 p” 

力 一 方面 ， 生 人 上 撕 为 p 之 符 征 根 帮 是 单 重 根 , 且 为 e1p, ezp， 
,emP. 所 以 B” 之 模 为 p” 之 特征 根 为 efpm,…, eRp", 即 Bm" 有 
m 重 竺 征 委 这 证 明了 42=m 和 4 二 及 政 盾 ， 所 以 证 明了 4,， 

4m 爷 不 可 分 拆 , 即 本 原 . 定理 证 完 ， 


辣 


习 古 14. 2 


1. 设 Pp 为 % 阶 非 负 方 阵 4 的 最 大 实物 征 根 ， 试 证 : 4 之 Pp 当 且 仅 当 
41 一 4 的 所 有 主子 式 都 大 于 零 ， 

2 试用 归纳 法 证 明 : 设 4 为 % 阶 实 方 阵 ,a 为 实数 ,az 十 4 为 非 负 方 阵 ， 
设 4 的 顺序 主子 式 4(i 生 和 有 (一 DG 的 之 0 天 一 1 2 ,7, 试 证 : 4 的 一 
切 主 子 式 A408) 有 (一 1D*4(ii) 之 0,1 委 讶 之 记过 之 i 全 nn, 由 此 推出 
第 一 题 之 条 件 可 改 为 - 切 舌 计 主 子 式 都 大 于 零 

3， 设 p 为 非 负 方 阵 4 的 最 大 实 特 征 根 . 设 4 的 特征 根 认 有 | pil<p 
试 证 : 属于 pu 的 初等 因 式 也 都 是 一 次 因 式 . 

4， 记 Pp 为 韭 负 方 阵 4 的 最 大 实 畦 征 根 。 设 Pp 为 det(41 一 4) 和 的 单 重 根 ， 
且 4 和 4 的 属于 p 的 特征 向 量 的 坐标 都 是 正 数 ， 试 证 :4 为 不 可 分 拆 非 人 负 
方 阵 . 

5.。 设 4 为 不 可 分 拆 非 负 万 阵 . 记 

det{/17—A})=A"r+a dni a, hre, 
其 中 全 人 全 2 之 0 4102p0e 天 0， 记 入 为 有 一 11 1 一 2 的 最 天公 
。 了 38 。 


内 式 。 试 证 :4 丛 有 各 个 模 等 于 4 的 最 大 正 特 征 根 的 特征 根 ， 它 们 志 都 是 
重 特征 根 . 


8143 随机 方 阵 

定义 志 4 为 n 阶 非 负 方 阵 ， 一 (1， ”” 1) 如 果 Ae=e, 即 
半 有 和 畦 征 恨 1, 对 应 特征 问 量 为 e 则 4 称 为 2 阶 随机 方 阵 . 

5| 理 14.3.1 不 可 分 拆 随 机 方 阵 的 最 大 正 特 征 根 p 二 1 又 
在 4 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ,其 中 p 为 4 的 最 大 正 特征 根 ， 记 &= 
{Qi 0 为 4 的 属于 pn 的 特征 问 量 ， 其 中 QU>0,…,dn 放 0， 记 

=diag(d,, ,dd,). 

出 p-1A-14A=B 为 随机 方 阵 . 

证 设 p 为 不 可 分 拆 随 机 方 阵 4 的 最 大 正 特 征 根 ， 由 定理 


14.1. 5, 所 以 min > qs 人 pmax jaij 其 中 4= (4i7). 则 定义 ， 
SICH jl 之 :区 各 了 一 1 
Ae=e, 昌 有 > aij=1. 这 证 明了 0 一 1 
1=1 


又 设 4 为 不 可 分 缴 非 负 方 阵 ，4g=pa, 即 Daisdy=pdi,i = 


1,2,…, 7. 于 是 
A/Ae=Ag= pg= p/le, 


划 有 (4-':4A)e 二 pe. 由 于 A7144 仍 为 非 负 方 阵 . 由 定义 ， 
Pp ”A741=B 为 随机 方 阵 . 证 完 . / 
显然 ， 设 4 为 随机 方 阵 , 对 4 用 置换 方 阵 作 相似 ， 则 仍 得 随 
机 方 阵 . 
定理 14. 3.1 随机 方 阵 4 有 标准 形 
。439 。 


fA 4 /A p+ oe Ain\ 


i hg i 


1 ,了 十 | 


其 中 对 角 块 4 4 mm 部 和 是 时 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ,4 p+199+19。 on 
为 不 可 分 拆 随 机 方 隆 ， 设 411，…*，4py 之 最 大 正 特征 根 分 别 记 作 
Pi1is'**, Pp 则 有 pi<1, ys pr<=1. 
证 由 于 B 为 随机 方 阵 , 将 一 (1，…， 1,) 和 2B 一 样 分 块 ， 即 
记 e 一 (01 ,Gm) 则 由 Be 一 e 有 Ajj&;=%;, 7 一 2 十 1 “**> 1 由 
了 
于 &;= : b 这 证 明了 dp+r1 nm 为 不 可 分 拆 随 机 方 阵 . 下 
1 / 
面 取 jE 人 ,2,…,p), 设 hj;j 为 荆 阶 不 可 分 拆 非 负 方 阵 , 记 作 4jy= 
(Gx2). 由 (Adj,jyr1,''', Ain ) A0, 以 及 


3 AjQy = 0 


t= 


所 以 4jj%; 的 坐标 二 1， 且 至 少 有 一 个 坐标 过 1. 所 以 min > Ggt 一 
1=1 


G1， max Don=b<l, 由 定理 14., 1.5, 2<0) 生 D， 其 中 pj 为 


457 的 最 大 正和 转 征 根 ， 

设 oj=1 于 是 5=1,a 达 p;， 但 是 定理 14.1. 5 证 明了 这 时 必 
须 有 PP; 二 a， 这 导出 矛盾 。 所 以 证 明了 py 二 1。 定 理 证 完 . 

定理 14.3.2 随机 方 阵 4 的 属于 特征 根 工 的 初等 因 式 都 是 
一 次 的 . 

证 由 定理 14.3.2， 随 机 方 阵 4 的 特征 根 1 都 在 对 和 角 块 
“440 。 


4p.5p-0 an 中 出 现 , 由 于 dp Amm 都 是 不 可 分 拆 非 负 
方 省 ， 它 们 的 最 大 正 特 征 根 都 等 于 1， 由 定理 14.1.5 可 知 1 是 单 
于 冬 征 根 ， 这 证 明了 定理 ,证 完 . 

5| 理 14. 3.2 % 阶 复方 阵 4 构成 的 序列 {49 有 极限 4;, 当 且 . 
仅 当 4 的 特征 根 如 的 模 14| 委 1 . 当 |40|=1 时 必 有 =1， 且 这 
时 如 =1 的 初等 因 式 都 是 一 次 的 . 

证 显然 无 妨 设 4 为 Jordan 标准 形 . 因此 问题 化 为 对 Jordan 
块 oJ 十 入 来 讨论 , 今 


(I+ N)’= >(’ jos 


1 = 了 
其 中 N10, NWN" 二 0. 
设 人 (hI 十 妨 )*} 之 极限 4 存在 ， 于 是 对 角 元 素 4 之 极限 在 
在 ， 因 此 1 和 <1， 当 121<1 时 ， 开 之 极限 为 0 当 | 加 | =1 时 ， 
加 之 极限 存在 当 且 仅 当 入 =1。 这 时 (4r+N)e= (7+ 入)?= 


3 7 
(NY'， 当 之 阶 数 4 和 1, 则 术 的 系数 & 构成 的 序列 之 极限 


不 存在 ， 这 证 明了 2=1， 即 加 1 十 六 之 初等 因 式 (4 一 和 0)" 为 一 
次 的 . 

反之 , 右 4=4o7 二 W 的 特征 根 如 有 |4o| 委 1 当 | 加 |=1 时 有 
9 王 1, 这 时 nw 二 1， 显然 人 (1 二 入) 中 收敛 、 证 完 ， 

定理 14. 3.3 设 随 机 方 阵 4 为 本 原 方 阵 , 则 序列 {4 中 的 极限 
存在 , 且 极 限 为 

limA’= lim(4—1) (A — 4A)" = 4.». 
证 ”由 引 理 14.3.2 及 定理 14. 2. 3， 


了 :Im. tn =lim Ste 1)1 了 下 ja (4 一 A; ) (ATIC— A)- i - =As 


dg ?~ j=-1 


站 Ai … ,4 55 为 不 同 复数 , 又 
。4AT = 


m(A) = (A—A) CAA) .AAs 
为 极 小 多 项 式 . 且 |4| 志 1, 当 [|=1 时 =1, 且 初等 因 式 都 是 
一 次 的 . 

今 由 4 为 随机 方 阵 , 所 以 有 4e=e, 因此 存在 特征 根 1. 所 以 无 
妨 设 妃 二 1, 由 4 为 本 原 方 阵 , 所 以 | 二 1,，2 志 1 和 <s. 今 4 相似 于 
Jordan 标准 形 y=diag(7i ,…,JY0), 即 存在 非 异 复方 嘿 8, 使 
得 8 A8=J， 其 中 J; 之 特征 根 为 机 1,…, 4 之 一 ， 设 Ji 之 特 
征 根 为 罗 , 其 中 LE{2,…, s}。 则 由 3 引 理 14.2. 3 之 证 明 可 知 


, 1 
Dr ei a) (AJ) 
j=1 7 
xz 一] g 
-S(t 30 
i\! 


设 Ji* 之 特征 根 为 .由 于 初等 因 式 为 一 次 的 ,所 以 拓 二 1, 从 而 J 
=1, 故 


1 de] 
3 (6 一 1)1 daa! [A CA ADICAT—IT) daay 


、 1 a 
= 1) dai fe L241) (4 1) ai 


1 
DT 贡 六 [ae(4-- 1)°7 -一 1 


所 以 


xX diag! (47—J,)-, "3 (M1—J) 0 


为 方便 起 见 ,无 妨 设 本,…, J 的 特征 根 为 1，J ,1，…, J， 之 特征 
机 个 是 1 村 是 
。442 。 


lim A? (7 , Je” 
1 一 以， of 


另 一 方面 ， 
lim(4—1) (41— A)-! =Ylim(+—1) | 
x diag((A7—J7) 7 (AI—J,) -1) OQ-. 
由 于 .= 1 1， 所 以 


7 0 
Im -D074 "= )o- 
2 1 0 0 
定理 证 完 . 


完 理 14. 3.4 设 标 准 形 
( "Ai /A gs … Ai.n\\ 


4A= \ Aps, Ap, p41 ee Apm =-(。 ) 
| 


Apr1, p+ 


Anm/ | 
为 随机 方 阵 , 即 有 he 二 e， 设 4p41.511,…, Amn 为 本 原 方 阵 ， 则 


(7 ) 
lim A’ = 


q%- 一 diag(@ … On 
ji 闪 理 Wpr+i, "a Ym 分 别 定义 为 
lim Af. = 二 Pp 十 1,..., mm, 
人 立 下 ew 
i 47 一 4 的 伴随 方 阵 为 么 (4)， 则 
Yr Are(1)lim(A—1)det(A1— An)-!=ep', 
43 


其 中 e Pi;= 1, H. pe 由 和 节 数 构成 ， 用 一 2 二 于 ”9 


其 中 


。4AA3 * 


让 由 定理 14.3.3 及 定理 假设 Ap+ 1,p+ 1 ee 为 随机 本 原 
方 阵 , 所 以 : 
mA 一 im(4 一 (4 一 4eo = 下 一 2 十 工 ?1。 
所 于 | 为 随机 方 阵 ， 且 Ap+1,p+1 "Uy Anm 为 本 原 方 阵 . 由 定理 
T4. 3. 1 所 以 4 为 本 原 方 阵 ， 由 定理 14.3.3， 所 以 
lim A =lim (4 一 1) (047 一 4) 


分 
417 一 了 一 C 
G71-4)=( ) 
0 A—D 
且 B 之 特征 根 之 模 小 于 1, 所 以 在 4=1 附近 , 41 一 B 有 逆 。 因 此 
e 1 一 C ) 
4) = 0 AI—D 
(CT (A1—B)-'C (A —D)"! 
0 (AT—D)-! ) 


由 于 lim(4 一 1) (47—B)-!=0, 
lim (4—1)(A1—D)-’ =~diag(Qp+1s na) = Oo 
所 以 
( “7) (0 “XX ") 
lim A’= 一 . 
4 过 om 0 地。 0 1 0 
于 是 问题 化 为 证 明 : 设 4 为 n 阶 随机 本 原 方 阵 , 则 
limA’ = A(1)im (4—1)deti(A41—A)-!'!=ep, 
其 中 BER"， 且 Be==1, 又 B 之 坐标 全 为 正 实数 . 
事实 上 ， 由 定理 14. 3. 3， lim A’ =lim (4 一 1)(41 一 4)"!'. 由 于 


记 47 一 4 之 伴随 方 阵 为 4(4)， 则 有 
(41—A)-!'= (det(41—A))- A(N). 
ae 


-所 以 记 ， 
4- 一 lim 4 一 lim (4 一 (det(M7 一 4))-14(4) 
= 人 卡 1)lim(4 一 IJdet(47 一 4 
另 一 方面 , 4 为 本 原 方 阵 , 所 以 它 的 特征 多 项 式 
det(47 一 4) 一 (4 一 1)(4 一 42)2(4 一 如)2 
其 中 14 天 1，7 一 2 38， 又 1 44s 为 8 个 不 同 的 复数 .出 
王 49+1= A441， 所 以 取 qg-~>oo， 有 4 一 44.， 因 此 由 4 一 lim(4 一 


1)det(47 一 4) >0 及 4(1) 之 元 素 为 正 实数 ， 所 以 4。 之 元 素 都 
是 正 实数 ， 田 一 方面 , 记 4 之 列 疝 量 分 别 为 B1,…, BB,， 所 以 有 
4 二 (p11…B,)， 因 此 有 
AB;=pB;, J})=1,2,.,7,. 

因此 B,,…, Bs 都 是 方 阵 4 的 属于 特征 根 1 之 特征 向 量 ， 由 于 4 
为 本 原 随 机 方 阵 , 所 以 4 的 特征 根 1 为 单 重 根 , 且 e 为 特征 向 量 , 
这 证 明了 pjy=aje,)==1,2,…,n. 其 中 a,…, a 为 正 实数 , 记 p= 
(a1'*a,)", 

A,.= (PB1*B,) = (aie''*ane) =ep. 
由 4e=e, 于 是 4re 王 e， 因 此 4.e=e， 所 以 epe=e.， 这 证 明了 
及 e=1I， 定理 证 完 . 


习题 14.3 


1， 试 证 : 任 一 非 负 方 阵 必 在 广义 初潮 方 阵 下 相似 于 随机 方 阵 , 
2.， 设 4 为 不 可 分 拆 非 负 方 阵 ，2 为 4 的 最 大 正 特 征 根 。 设 4 的 模 为 p 
之 不 同 特征 根 恰 有 rw 个 。 试 证 ; 序列 14 守 中 有 mw 个 收 伍 子 序列 ,它们 的 极限 


分 别 为 4 4.4,…， AA™-1 试用 这 个 结论 来 证 明 序列 十 >。 4 的 极限 
d=0 


存在 . 
3. 设 4 及 4 都 是 随机 方 阵 , 则 4 称 为 双 随 机 方 阵 ， 试 证 : (1D)4 为 双 随 
。445 。 


机 方 阵 当 且 仅 当 4' 为 双 随 机 方 阵 . (让 置换 方 阵 为 双 随 机 方 阵 . (lbD 设 4 为 
双 随 机 方 阵 , 且 4 中 不 等 于 零 的 元 素 的 个 数 不 超 过 % 十 3, 划 存 在 置换 方 阵 Pi 
-和 P;, 使 得 4 一 4P 十 (1 一 4)P:, 共 中 AELO, 1j]. 
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第 十 五 草 和 窍 阵 偶 的 标准 形 理论 


$13.1 矩阵 偶 在 相抵 下 的 标准 形 
在 这 一 从 著 虑 一 对 和 窍 阵 同时 化 标准 形 的 问题 ,为 此 ,我们 称 一 
对 同型 矩阵 4, B 为 矩阵 偶 
定义 ”两 个 2%X 轻 和 抢 阵 偶 {4, 8B} 和 {C,D} 称 为 相抵 的 , 如果 在 
在 一 个 % 阶 韭 异 方 了 泗 了 和 一 个 mr 阶 韭 异 方 阵 8, 使 得 
C=PAQ, D=PBQ. 
即 2 算 活 4 十 48 和 C+ 十 4D 有 
C+AD=P(A+1B)0O. 
在 $13.1 我 们 定义 了 4 移 阵 的 相抵 ， 
定义 ”两 个 nxm4 算 了 4(4) 和 B(4 称 为 严格 相抵 的 ,如 采 
存 任 % 阶 常数 非 异 方 阵 P 了 和 m 阶 常数 韭 异 方 阵 @, 使 得 
3(1)=PA()QY. 
所 以 有 
引 理 15.1.1 两 个 rxm 和 佐 涟 偶 C4,B) 和 (0， D) 相 振 当 且 仪 当 
4 和 矩 隆 .4-2B 和 C 十 4D 严格 相抵 . 
这 一 节 的 目 的 ， 龙 给 出 算 阵 偶 企 相手 下 的 标准 形 和 全 系 不 
变量 ， 
设 4 年 阵 4-42 的 秩 为 r， 于 是 ?三 min(x，m)， 我 们 在 下 
面 分 情形 讨论 , (1) n=m= 二 7?, 即 4 十 48B 为 非 异 4 方 阵 ; (2)n 汪 7; 
MD (3) RnR 二 ?7，m 之 ?7， 在 第 二 种 情形 ， 汰 虑 mx 24 和 矩阵 (4 
4B) = A 二 4B, 则 又 化 为 情形 (2). 
。 了 了 > * 


设 Rn 之 7,m 交 7 
这 时 和 芳 虑 线性 方程 组 
(A+AB)xX=0 
视 4 为 任意 参数 ， 则 由 齐 次 线性 方程 组 理论 可 知 它 有 非 零 解 ， 任 
取 一 个 非 零 解 z 
f1(4) 
gi1(4) 


TY m 


fm (4) 
gm(A) 


其 中 五 (办 ,…, fm( 人 ,91(4),…, gm( 人 0 为 4 的 多 项 式 , 且 g91(4),…， 
9m( 必 为 韭 零 多 项 式 . 由 于 齐 次 线性 方程 组 之 解 习 以 非 零 多 项 式 后 
仍 为 (4+4B)z=0 之 非 零 解 ， 所 以 经 过 通 分 ， 我 们 总 可 取 非 零 解 


X= (fi(4),……, fm(4))', 
其 路 (),…,fn( 人 为 m 个 不 全 为 零 的 多 项 式 , 且 我 们 约定 户 (2)， 
"fm(4) 互 素 ， 记 
d=max(degfi(4),.…, degfn(A)), 

测 4 称 为 这 个 解 z 的 次 数 . 

为 了 今后 讨论 方便 , 我 们 称 上 面 由 m 个 不 全 为 零 的 多 项 式 构 
成 的 解 为 齐 次 线性 方程 组 (4+4B)z=0 的 解 . 

定义 ” 设 nxm4 算 了 泗 4 二 4B 之 秩 7 二 m, 则 齐 次 线性 方程 组 
《4 十 48B)z 二 0 之 所 有 非 零 解 中 存在 一 个 次 数 最 小 的 非 零 解 ， 这 个 
次 数 e (为 非 负 整 数 ) 称 为 4 秆 阵 4 十 4B 的 最 小 列 指标 , 设 nXxm44 
矩阵 4'+ 48B' 的 秩 7<z2， 则 它 的 最 小 列 指 标 称 为 2x 和 4 年 阵 
.4 十 4B 的 最 小 行 指标 . 

5 引 理 15.1.2 最 小 列 ( 行 ) 指 标 都 在 严格 相抵 下 不 改变 . 

证 设 C+TD=P(4+45)9@, 其 中 已,@ 为 非 异 常数 方 阵 ， 则 
=» 448 。 


齐 次 线性 方程 组 (4 十 4B)z=0 可 改写 为 忆 (C++4D)9 2=0， 即 
(C+4D)y 二 0， 其 中 y==8-!z， 这 证 明了 C+4D 的 最 小 列 指标 
4' 区 4， 由 于 z= 二 @Yy, 同 理 可 证 4 人 VW， 所 以 证 明了 4 = 二 l， 对 最 小 
行 指 标的 证 明 相 同 ，3 引 | 理 证 完 . 

5| 理 15.1.3 设 e 为 hxm4 和 入 阵 4 十 4B 的 最 小 列 指标 ， 则 
存在 mx14 算 阵 

Q 二 Qo 十 AGi 十 … 十 NAG,， 

其 中 Go @1…', 9.EC", 有 目 w 天 0,ao 天 0 又 aoal 0, 线性 无 关 , 且 
4ab 4ca. SC” 也 线性 无 关 . 

证 今 4+4B 有 非 零 解 


f1(4) 
0 一 | : |=aGo 十 401 十 Ge 


fn A) 
长 中 @, 隆 0， 由 (4),…, fm( 人 ) 互 素 可 知 a 关 0. 今 (4 十 4B)a=0, 
所 以 有 
Ago=0, 4a + Bag=0,., Aa, + Ba,_}1=0, Ba,=0. 
先 来 证 当 e 二 0， 有 A Amz,…, AQ, 线性 无 关 ， 今 车 4ai = 0, 于 是 
B% 二 0, 因 此 (4 十 4B)xo=0. 但 是 ao 关 0. 这 证 明了 最 小 列 指标 2=0. 
这 相 条 件 e 二 0 刻 盾 ， 所 以 Aaq1 关 0, 即 4ai 线性 无 关 ， 设 A&,,…， 
42: 线性 无 关 , 且 i<e。 我 们 来 证 4%1,…，Ams, hat+1 也 线性 无 
天 ， 设 寿 不 然 , 则 4as4i 为 4%1…, A%, 的 线性 组 合 , 所 以 存在 常数 
do 015 使 得 
da 十 Qi 14 十 …- 二 ai 
由 于 Bgy-1 二 一 Agj, 7 一 1 2 28， 代入 ,有 
司 (aoao 十 40 十 十 0 1 十 GO 一 0 
坦 
局 ,一 aoa0 十 QI 十 0 二 0 
。 了 了 9 。 


则 有 Bb, 二 0, 又 
40,-=04a0ai4XI 二 二 Gdo 十 4a， 
一 一 Boo 一 02Boi 一 … 一 4-1Bau-s 一 Ba 一 一 BO- 
其 中 有 一 aico 十 Ga 十 十 Gi-10: -2 十 Ci-l 
这 样 依次 作 下 去 , 即 令 
记 j 一 QiQ0 十 十 GCC 一 0 1 
则 和 让 贞 级 法 易 证 
BPB,=0, BB,-1-+ AB,=0,.…, BBot AB'=0, Apo=0. 
作 4 托 阵 
p=joT40 二 二 40 
则 有 (4 二 45)10=0.、 注 意 到 Ho 一 co 天 0， 所 以 及 为 齐 次 线性 方程 组 
(4+4B)7=0 之 非 零 解 , 且 B 由 和 个 不 全 为 零 的 多 项 式 构 成 ， 写 
的 最 大 次 数 碌 te， 这 和 最 小 列 指标 的 定义 六 盾 .所 以 我 们 证 明 
了 4x1,…, Aa, 线性 无 关 . | | 
再 证 &o, 1,…&% 线性 无 关 ， 如 果 它 们 相关 ， 则 有 一 组 不 全 为 


喜 的 前 数 d0，GQ1,*…, 0,， 使 得 > ， mo 二 0， 于 是 由 Amo 一 0， 则 有 
1=0 


51aAm4 ==0, 上面 已 证 4%1…， 4x, 线性 无 关 , 所 以 证 明了 a 二 @2 = 


1 = 1 
0 二 0， 因 此 aoao 三 0， 但 是 ao 天 0， 所 风 ao 三 0. 这 就 导出 刻 
盾 ， 所 以 证 明了 Qos CI19 Ce 线性 无 天. 5| 理 证 完 . 

5 引进 标准 块 

1 (Ck,k+1) 

: 1 一 1 
Di =ACTHORD)— OFVIO),. 
\ 4 -1 


则 有 
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5| 理 15.1.4 设 为 2Xx 双 4 和 矩阵 4 十 4 的 最 小 列 指标 ， 且 
二 0， 则 存在 % 阶 非 异 常数 方 阵 Pi 及 m 阶 非 异 常数 方 阵 1， 


P(A+A4B)Q -7 ] 
ANO A1,+4B8, 


其 中 4 十 4 为 (2 一 e) x (2 一 2 一 1) 4 上 定 阵 ， 且 若 4, 十 4853 有 最 
小 列 指标 7+, 则 有 t+ 宕 e. 

证 ”由 e 之 定义 ,所 以 存在 (4 二 4B)z=0 之 非 零 解 

Q&% 一 Go 十 401 十 十 4G 

其 中 ao 天 0，……pQ, 天 0, 又 ao 91 "4.EO™, 
今 (4 二 4B)w=0 等 价 二 
4uo 一 0，4ai 十 有 Bao 一 0 4a, 十 有 au 1 一 0 Ba,=0 
所 0 


_ ci EEOCL+D)m 
他 一 . ， 


Q。 
得 有 (4 十 4B)a=0 等 价 于 
4 
4 
B d=0 
A 
Bl 
所 (十 2)2x (7 十 1)m 常 数 矩 阵 


A 
B 4 
M.(A+4B)= 下 ,k=0,1,..,e, 
一 人 


B/ 
“431 。 


并 以 (4 十 48)a= 二 0 等 价 于 MM,(4 十 48) 5=0 所 以 开 ,(4 二 4) 
的 秩 小 于 (e 十 1)m。， 由 最 小 列 指标 之 定义 可 知 及 ,-1(4 十 4B) 之 
秩 锋 于 em. 所 以 Mi(4 十 4B) 之 秩 为 (LK 二 1)m,， =0，1，…*， 
2 一 工 

由 此 可 见 ， 我 们 可 以 这 样 来 计算 最 小 列 指标 e。 先 求 4 十 4B 
之 秩 ” , 当 7<mm。 再 依次 构造 M,(4 十 4B)，M1(4 十 4B),…, 使 
它们 的 列 都 是 满 秩 的 ， 直 到 第 一 个 MW.(4:+4B8)， 它 的 列 不 满 秩 ， 
那 末 s 就 是 4 和 矩阵 4 十 48B 之 最 小 列 指标 . 

现在 开始 证 明 引 理 ， 由 引 理 15.1.1 ao，w，…，w%. 线性 无 
关 ， 所 以 存在 m 阶 常数 非 异 方 阵 @as = (aoxl…as) 又 由 4ai As， 
Aq, 线性 无 关 , 又 可 构造 名 阶 常数 非 异 方 阵 Pi' = 一 (4a1,….， 
4a +)。 今 
P(A+A4B)Q,s= Ps((A+AB)ao, (4-F4B)a sy) 

一 忆 :( 一 44a 4 一 44a py da -1—AAa,, Aa,, +*) 


， 
=P,(— Aag,…., — Aa,, "( ) 
. 0 中 
-人 4 
0 4 十 4B/， 


现在 来 证 明 ; 若 4, 十 48, 有 最 小 列 指标 rz , 则 r+ 宇 e， 今 无 妨 设 


4+4B=( 


4 人 ( —1) 人 p-( 0) 了 
0 A1/’ 0 Bb, ” 


这 里 4,,B) 为 (2 一 2) x (mn 一 2 一 1) 入 阵 .为 了 证 tr 宇 ze， 我 们 只 要 
证 〈e 十 蕊 (2 一 2) xe(m 一 e 一 1) 算 阵 ， NH,-1(41 十 4B1) 之 列 为 满 
。 了 52 。 


L, As+ AB, 
0 A+A4B,/’ 


秩 的 . 今 已 知 4 十 48 的 最 小 列 指标 为 e: 即 天,-:(4 十 45) 的 列 是 
满 秩 的 ， 由 于 4, 3 之 分 块 方式 相同 ， 由 族 ,-,(4 十 48) 之 定义 ， 
对 愉 ,-,(4 十 48) 用 置换 方 阵 作 相抵 ， 则 可 证 及 ,-,(4 十 48) 相 


抵 于 
(人 ge dB) ) 


0 M,_1(Ai+AB,) 
令 rank (CM..1(A+2B))=em, rank (M,1(L,))=e(e+1), 且 
以 -1( 荆 ,) 为 ele 十 1) 阶 方 阵 ; 所 以 它 非 异 ,所 以 
rank(M._.(A+4B))=e(m—e—1). 
由 于 取 ,-1(4 十 481) 为 (n 一 e) (e 十 1) x se(m 一 一 I) 矩 阵 ， 所 以 ， 
M.-1(41 十 4B1) 之 列 是 视 秩 的 、 这 证 明了 7 之 
所 以 余下 要 证 存在 ex (m 一 2) 当 数 纵 阵 匀 及 (e 十 1) x (m 一 

e 一 1 常数 和 矩阵 了 ,使 得 

I X\ /L, A+ABs\ /IY\ /L, 0 

G7) Ge) (or )(0 4an) 
此 即 求 ,了 使 得 L,Y 了 十 (4s 十 XB;) 十 半 (41 十 4B1)= 二 0, 或 

(0 一 7 了 十 4 十 和 4 一 0, (7 0)Y+B,+XB,=0. 


将 瑟 , 了 , 4;, Bs 按 行 分 块 为 
Yi1 f? : 名 1 
下 一 | : 二 | : 4 一 | : | B= : 
» 多 3 三 
则 有 
2 二 0 十 2 2 一 一 太一 人 至， ?一 二 2，…，e. 
所 以 有 


Vj= 1s = 一 所 一 他 D 7 一 2 
Vt uA d= — pm—uB. 
由 有 
。 4A453. 


(Uo WM (A 4B)S=— (gt pa, -十 及) 
今 末 -2(4 二 4) 为 e(8 一 2 x (e 一 1)(m 一 2 一 1) 算 阵 , 为 (2 一 1) 
(Mm 一 2 一 1). 视 (U4) 为 e(m 一 2) 个 独立 未 知 数 构 成 之 回 量 .所 
以 这 契 e(m 一 2) 个 未 知 数 , (e 一 1)(m 一 se 一 了 个 方程 构成 之 非 齐 次 
线性 方程 组 ， 而 系数 矩阵 之 秩 和 方程 个 数 相 同 。 所 以 一 定 有 和 解 . 
任 取 一 组 解 , 便 求 出 了 292 所 以 求 出 了 X， 再 由 2; 二 一 Pp; 一 
WUBi, 二 1,2, ,609,41 一 .十 UA, 便 求 出 了 1,…',2.11， 所 以 求 
出 了 二 .至 此 证 明了 5 理 证 完 . 

由 此 引 理 立即 有 

定理 15.1.1 给 定 %Xx 和 和 气 阵 偶 4, 23, 则 4 年 阵 4 十 1B 严格 
相抵 于 


Oo'no) 
Le 


了 en 
也 71 


Ln 
4 十 4P。 

其 中 so=0 0 表示 它 的 前 7 列 全 为 零 , 7o= 0, 04%* 表 示 它 的 
前 eo 行 全 为 零 。 又 

eoj N00,0<el Se ep, ONISHIE" EN 
又 4 十 4Bo 为 no 阶 4 方 阵 , 是 Cet(4o 十 4Bo) 关 0. 

证 由 引 理 15.1.4, 依次 作出 0o"o ,二 …) 卫 .于 是 余下 之 
4 算 泗 无 最 小 列 指标 ， 这 时 考虑 它 的 转 置 矩 阵 ， 即 考虑 最 小 行 指 
祭 。 于 是 最 后 所 得 之 4 矩阵 4o 十 4Bo 无 最 小 行 指标 ， 也 无 最 小 列 
指标 ， 所 以 4o 十 4B 之 秩 7 等 于 行 数 ， 也 等 于 列 数 ， 即 为 非 异 4 
方 阵 . 证 完 . 
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这 样 一 来 , 求 垂 阵 偶 (4，B) 在 相抵 下 的 标准 形 的 问题 化 为 求 
非 异 4 方 阵 4o+4Bo 在 严格 相抵 下 的 标准 形 . 

定理 15.1.2 设 A401 4Bo 为 no0 阶 非 有 4 方 阵 . 则 4of42o 
严格 相抵 于 标准 形 

Q=diag(1eD+ANGD, 129 十 NG (A+AD TED 十 
Nt “(Ai A TH + Nw), 其 中 0 一 0 过，… 挟 0. 

证 今 det(4o 十 4B0) 关 0, 即 为 4 之 非 零 多 项 式 , 所 以 存在 复 
数 4， 使 得 det(4o- 上 4oB) 尖 0， 而 

40 十 4 有 ,= Ao hoBod (4A—A.)Bo= (4 十 如 BE 二 (4 一 40) 
(Ao 十 4oBo) Bo] 将 党 数 方 阵 (40o 十 40B0)… Bo 相似 于 Jordan 标 
准 形 7, 这 证 明了 4o+4D 严 格 相抵 于 47-7 一 4o7. 将 v 中 属于 
特征 根 零 之 Jordan 块 拼 在 一 起 , 记 作 Jo 将 了 中 不 属于 特征 根 零 
的 Jordan 块 术 在 一 起 , 记 作 J .于 是 J 二 diag(Jo,J1), 而 
IT—AoJot A 0 

0 a 7) 
出 det(7 一 40J0)==1,Jo(1 一 40J0)"' 竹 零 , 所 以 相似 于 Jordan 标 准 
形 Jo=diagCNG90,…,， N00))， 由 dety 天 0, 故 JI 一 7) 相 
似 于 Jordan 标准 形 了 一 diag (A DNGD, ,NT 二 ND). 
于 以 [一 沾 了 47 严格 相抵 于 标 谁 形 .定理 证 先 . 

于 是 , % xm4 算 了 泗 4 二 48 在 严格 相抵 下 的 标准 形 为 


Qon0) 
| Le \ 


了 ep 
了 7 » 


el 


其 中 
Aot+ ABo= diag (14 ANGD, 000, 10 TFANGD), (A+ T+ 
VD， (4 十 NT WF Nw) 这 时 0 过 eo, 0<< cj 委 …< 扫 ec， 称 为 
4 十 4 之 行 指标 ,0 委 7o 0 二 人 1 委 … 委 7e 称 为 4 十 4B 之 列 指 标 , 又 
证 4 (4 二 4)000<0 委 … 委 0. 称 为 4 十 4 
的 全 部 急 洗 因 式 . 

定理 15.1.3 nxm4 秆 隆 4 二 +48B 的 全 部 行 指 标 ， 列 指标 以 
及 初等 因 式 是 它 在 严格 相抵 下 的 全 系 不 变 量 . 且 标 准 形 中 对 角 
块 (4 二 AD) 十 NN，j 二 1，2，,，…，4 帮 不 计 次 序 ， 则 标 维 形 
唯一 . 

证 记 


Le 卫 7 
Ci 三 ， C2 一 En Ga= Aot 4Bo 
| 多 
| Lepy, L’ No 


即 4+42 在 严格 相抵 下 的 标准 形 为 


0(eo'ne) 
Q, 00m0) 0 
D= G， | 0 D, ) 
Gs 
如 果 为 有 标 礁 形 
0 (e070) 
PD Gi -( (20 90) 
Gs 0 已/ 
Gi 


下 面 我 们 依次 来 证 明 (和 = so 加 = 7o (61=0,, Gs= Go (iii) 
Cs 由 Gs 重 排 对 角 块 次 序 而 得 到 . 
《1) ] 正 go 一 eoyjo 一 人 70。 

。456 。 


由 于 DD 及 六 都 是 4 二 4B, 在 严格 相抵 下 的 标准 形 ， 即 存在 x 

价 篇 数 非 异 方 阵 卫 及 台阶 沼 数 韭 异 方 阵 8, 使 得 
D=PDO. 

i dim{BEC™IDB=0}= dim {PEC™*|PDOB=0}= dim{QPEC™| 
DQB)=0}=dinm{6EC™| DO=0}), 所 以 Ho= 7 0. 同 理 可 证 50 二 20。 
省 完 . 

(2) 证 Di 和 D, 严格 相 插 . 

将 已 及 岂 分 成 四 快 , 有 


(人 pk oo 交工 全 和 ) 
Ps P,/\d Di/\: Ys 0 Dj. 


鲜 P:D,O:=0,P:DIO=0,PDIO =0,P,DPIO= 万 
如 果 det P= 二 0, 则 存在 非 零 向量 SEC" 使 得 &P=0 于 是 cc 岂 
二 0, 即 D1'g 二 0, 由 80, 70 之 定义 可 知 g= 二 0. 这 导出 矛盾 ,所 以 detP， 
过 0， 同 理 可 证 detQ@4 关 0, 所 以 D1 和 D, 严格 相抵 。 证 完 . 

(3) = 二 G1, 且 diag (Gs，Gs) 和 diag (Gs。，Gs) 严 格 相抵 , 

由 于 最 小 列 指标 在 严格 相抵 下 不 变 ， 所 以 再 =e1. 设 &1= 


at Bl" Em En+! 无 护 必 was2% 所 以 可 以 
已 
Le) el \ 
D,= 内 一 
Len: Len) 
D,!, 2D, 


则 Ds。 和 D, 严格 相抵 , 由 归纳 法 , 便 证 明了 断言 . 
为 此 ,将 PP 及 Q-! 分 成 四 块 ,由 PD 二 D.8-! 有 


Le 0 Le, 0 
(5 PD “…。 “…。 (0 0 ) 
2 Pp, Le Len, Ys AF 


[me 


0 0» 0 1 
* A457 ® 


所 以 有 
Le : Le Le 


总 PD,= G72» 


Pi ， 
并 2 Le,, Lenm, 


人 3 .~ 上 D0, PiDs= DQ1. 

Lem 
作 ei 十 1 维 复 向 量 a 使 得 w= 二 (1, 罗 …4")， 则 Le 二 0 取 mi 个 
独 江 目 或 量 Yigg ms 由 |] 


Le, 的 


f 
| 
\ 


=0. 
\ Te / Tm 
则 有 
{x10 : 
“A : = 0， 
z Tm% 
jz10 
但 是 D, 的 最 小 列 指标 en i : | 之 次 数 小 于 等 于 ev 
2Z7 


这 证 明了 它 等 于 零 . 注意 到 4 为 独立 参数 , 而 83 为 常数 甜 隆 . 所 以 
L,I z 
证 明了 Qs 二 0. 于 是 Ba …. | 因此 证 明了 Ps=0，。 所 以 


det PdetW 0, 即 D。 各 D; 严格 相 托 . 证 宛 . 

(4) G,= G;, 且 Cs 和 G's 严格 相抵 ， 
人 由 (3), diag (Cs.Gs) 和 diag(G,，Gs) 严 格 相抵 , 所 以 diag(war 
。 4353。 


G3) 和 diag(C，C9) 严 格 相抵 ， 由 (3) 便 证 明了 人 =G,， 且 G3 和 
-G3 严格 相抵 ， 因 此 G, 二 G,， 且 Gs 和 Gs 严格 相抵 .证 完 . 
(5) 最 后 ， 设 非 异 4 方 阵 4o 十 4B, 和 Co 二 4D 严格 相抵 ， 由 
det(ho 十 4Bo)det(Co+4Do) 沽 0， 所 以 存在 复数 加 使 得 det(4Ao 十 
hhBo)det(O0 二 40D0) 关 0， 记 4 一 和 =z， 二 是 
T+rtBo(AotAoBo) :=IT+7rho, T+rDo(Oo+t AoDo) -i= 7T+ rr, 
严格 相抵 . 我们 来 证 Bo 和 相似 ， 事 实 上 ， 存 在 非 异 常数 复方 
阵 Po,Yo 使 得 7 十 rFo 一 PlI 十 TB80)Q。 于 是 PQ= 了 , 妈 8==P-i. 又 
二 PEoQ= PBoP-!， 即 Fo。 和。 相似， 由 定理 14.1.3 可 知 ，4 十 
4Bo 和 Co 二 4Do 分 别 由 Bo 及 之 Jordan 标准 形 派生 出 来 ， 由 
6。 和 Fo 相似 可 知 它们 的 标准 形 相 同 (在 特征 根 非 零 之 Jordan 块 
不 计 次 序 意义 下 ) 这 证 明了 定理 . 


习题 5.1 
1. 试 求 垂 阵 偶 4=a 有 ,8B=ay 在 相抵 下 的 标准 形 ， 其 中 GECP， p,yE 


] 
:Om 又 求 A=1" 人 J 
l 


$15.2 复 对 称 及 复 斜 对 称 方 阵 偶 
在 相合 下 的 标准 形 

在 第 八 章 我 们 知道 ， 一 个 复方 阵 可 唯一 地 分 解 为 一 个 复 对 称 
方 阵 和 一 个 复 斜 对 称 方 阵 的 和 , 且 对 复方 阵 作 相合 , 则 分 解 关系 式 
不 变 .所 以 考虑 复方 阵 在 相合 下 的 标准 形 化 为 考虑 方 阵 偶 (8S, 天 )， 
8S'= 4, 天 = 一 天 在 同一 个 非 异 复方 阵 了 的 相合 下 的 标准 形 ， 为 
此 推广 为 
定义 ”两 个 % 阶 复方 阵 偶 (4, B) 和 (C，D) 称 为 相合 的 ( 复 相 

。 了 59 。 


合 的 )， 如 果 存 在 ?2 阶 非 异 复方 阵 了， 使 得 C=P'AP,D= P'BP 
(C=P'AP,D= P'BP). 当 4,B,0,D,P 都 是 实 方 阵 时 , 则 称 为 实 
相合 的 . 

在 这 一 节 考 虑 4,B 同时 为 对 称 方 阵 或 同时 为 斜 对 称 方 阵 时 ， 
它们 在 相合 下 的 标准 形 . 

定理 15.2.1 对 称 ( 斜 对 称 ) 方 阵 偶 (4, 8) 和 (C,D) 相 合 的 必 
要 且 充 分 条 件 为 和 对称 ( 斜 对 称 ) 方 阵 4+483 和 OCT74D 严格 
相抵 . | 

证 今 (4,8) 和 (C,D) 相 合 , 即 存在 非 异 复方 了 泗 了 使 得 P'4P 
二 0,P'BP 一 D, 所 以 P'(4 十 4B)P==C 十 4D, 即 4+4B 和 C++4D 
严格 相抵 . 

反之 , 若 存 在 非 异 复方 阵 P,4, 使 得 P(4+4B)=C+4D, 双 
方 取 转 置 ， 邑 有 Q@'(4 二 4B)P'=0-+4D， 所 以 8'(4 十 4B)P'= 
P(A4--4B)Q. 取 P-'10=R, 即 有 R(4 十 4B) 一 (4 十 4B)R'. 由 $13.3 
可 知 , 存在 多 项 式 7(4), 使 得 p(BR) = 二 BR, 今 detPdetO 天 0， 所 以 
detR 关 0, 因 此 detz(R) 天 0. 令 T=8'7(R)-…, 则 有 

C+AD=P(A+A4B)QO=Q'R-'(A+4B)O=0'p(BR) (A+AB)Y 
=0Q'p(R)-'(A+A4B)p(R') -QO=T(A+ABT. 

由 detT 关 0 便 证 明了 定理 .证 完 . 

由 这 个 定理 可 知 , 对 称 ( 余 对称) 方 阵 偶 (4，8B) 在 相合 下 的 全 
系 不 变量 为 (4, 8) 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 .利用 这 点 ， 所 以 问题 
化 为 先 求 出 对 称 ( 斜 对 称 ) 方 阵 偶 的 全 系 不 变量 ， 再 寻找 一 个 最 简 
单 的 对 称 ( 斜 对 称 ) 方 阵 偶 ， 它 具有 相同 的 全 系 不 变量 ， 这 样 做 就 
建立 了 对 称 ( 斜 对 称 ) 方 阵 偶 在 相合 下 的 标准 形 理论 ， 

引 理 15.2.1 设 4 方 阵 4 十 4B 对 称 ( 斜 对 称 )， 则 它 在 严格 要 
抵 下 的 标准 形 为 

diag(00), Ls, Ls Ls Ls (TAN)GD,»»., 
.460， 


(1 十 AN) 0, (4 十 A111 人 N， 机 (4 十 A 8) + 入 ). 
证 由 定理 15.1.1, 4+48 及 (4-F4B) = 二 十 (4 十 4B) 分 别 严 


格 相 抵 于 
Ol*o170) 
Le 
Le, 
也 ， 
L, 
F 
A,t+ 4B, 
/让 (907707 
| 
L. 
L’ 
L,, 
L, | 
Ao 二 4Bsi， 


这 证 明了 0 一 10 e119 Ep p00 ~ Y, 引 理 证 完 . 
定理 15.2.2 对称 4 方 阵 4+4 在 相合 下 的 标准 形 为 


0 也 0 LL 
f= diag | 0 ， 1 CTANYSGD 。。 
:( (, 中 ) (, 站 i 


(T+AN)S EH, ((A+ A)TTN)S SD, (CAFAITHN) SY), 
其 中 


Dd = 


* 461s 


证 由 引 理 15. 2. 了 所 以 4+483 严格 相抵 于 


dia (om (7 L, (2 和 4 十 4 万 
ld$B 9» L', 0 9"""y L’, 0 »s dAig 0 


其 中 4o 十 4B0 仍 对 称 ， 由 定理 15. 1. 1， 所 以 4 十 4B 严格 相抵 于 
对 称 4 方 阵 人 8， 由 定理 15. 2.1, 4 十 4B 和 只 相 合 ， 证 完 . 

引 理 15. 2.2 给 定 Jordan 标准 形 y 了 =diag(yie…， J%0), 其 
中 je 一 41e0 十 AD，8 王 2， …，。 如 果 存 在 非 漠 斜 对 称 
方 阵 ,使 得 KJ 一 JK, 则 的 初等 因 式 成 对 出 现 ， 

证 将 KK 和 J 一样 分 块 , 记 作 


Ki '"* Ek 


Ki 机 K,, 
于 是 有 JjyKy:= Kj J k=1,2,.*,t. 今 铬 


1 
pi … big bi 机 Diy 


全 
wa | 
理 
* 


bo. «+ byo A po 人 , 
即 有 
sbi-1st bis= Vi, tbs-1,s+1 i =2,., Pp, J =1, Gi 
AbDiat+ biria= big, 1=1,**, pC—1, 
Abpjy= Wbpy+t brsrts J—=1,2,.…,4—1 
(A— 14) bpg=0. 
当 4 关 4, 则 证 明子 bx 二 0，1 志 hp,1 夸 19; 当 4=4, 则 条 
bps, ,bpg—=0, b2g—= "=0po—=0, 631;—= bi 1,i+1 
i=2,.., 7, j=1,..,g—1 
所 以 证 明了 当 4y 关 44) 风 及 jw 二 0; 当 加 二 机， 刚 有 
ea 462® 


jf be DR es) 
DFE Fes 
0 0 
所 以 将 特征 根 相 辣 之 Jordan 块 放 在 一 起 , 从 而 无 妨 设 了 有 相同 的 
特征 根 ， 即 有 刀 二 … 二 4 二 加， 这 时 无 妨 设 @ 之 … 宇 e:0， 特 别 
Kj; 为 对 称 方 阵 、 由 不 = 二 一， 所 以 Kj 一 0. 今天 el 宝 ez， 则 
(下 0) 之 第 e; 行 全 为 零 , 这 入 非 异 巴 盾 .所 以 61= 二 ez. 设 
el 二 … 二 @y 之 errl 之 … 之 e@10， 考 虑 (KKKirKiri1'…*KK1,)， 由 
Ki 一 0， (Kriin 尺 0) 之 第 ei 行为 堆 ; 所 以 (Ki12…*K1:) 之 第 el 
行 不 等 于 零 ， 因 此 存在 KK,; 非 异 .对 Jordan 块 整 块 作 初 等 变换 ， 
所 以 无 妨 设 Ki 韭 异 ， 因 此 2ei 阶 斜 对 称 方 阵 ( ， “jiE 蜡 


2 


-二 
4 


0 Kl, 
， U Wel) 0 
k= -一 12 0 9 wy 1 一 ， 


7 1 0 Ns) 
1 


Ne3) 


Nen 
则 由 JK 二 KJ' 有 diag(N(D,., N00)KEK=Kdiag(N‘D), ..., 
N90) ,所 以 有 


J = J JU=UJ',JEKR,=KJ, 
(i 0 ) Ki, 0 0 9 0 和 1 ] 


了 
-Ft 
十 


* 了 6 了 se 


Kk -1 
R=EK,+UV! ") U. 


(go 
所 以 为 非 异 斜 对 称 方 阵 ， 又 


_ 0 EKA-! 
JR=JIK, ro ”) 
一 天。 0 


0 
y=K + ( 1 


站 UT' RY. 
一 至 1 0 
对 Jordan 标准 形 ” 和 非 异 斜 对 称 方 阵 同 样 讨论 , 便 证 明了 es*=e4 
所 以 由 归纳 法 便 证 明了 引 理 ， 证 完 . 
定理 15. 2.3 和 斜 对 称 4 方 阵 4 十 4B 在 相合 下 的 标准 形 为 
了 (0) 0 L,, 
0 -diag( 0 9 四 0 让 


全 


0 万， 0 (7 十 4N)S4n 
“i 站 \— (THANS) Cn 0 ) 
0 (TAN)SGn 
2? (yawge, 0 ) 
0 ((4 十 41)7 十 和 人) 
(rr mee 0 ) 
( 0 ((A+A)T+N)S':) 

?AFATHN)SEY 0 让 


证 显然 ,4 十 48 严格 相抵 于 


C0) 0 LL, 0 了,， 
diag 0 多 7 0 4 “ee L’ 0 | 4 十 4 » 
1 N | . 


其 中 4o 十 4B, 为 韭 异 和 斜 对 称 4 方 了 泗 ， 取 复数 40，det(4o 十 4,Bo) 
天 0, 则 4o 十 4Bo 严格 相抵 于 了 十 (4 一 4,)J 其 中 了 了 为 Jordan 标准 
形 ， 即 存在 非 异常 数 复方 阵 Po，@o 使 得 A 十 4Bo 二 Po(T+ (4 一 
W000J)Qo， 由 (Ao 十 4B0) = 一 (0 十 4Bo)， 即 有 Po(T 二 (4 一 40)J)@s 
» 464 


一 一 tv (7 十 (4 一 40)J ) Po ,有 即 Po = — Qo Po ,Po Yo = 一 QI Po. 
所 以 7J[G@uCPiD j=—Pi'Q0T [8@o(PiD JIT', 今 K=Q0(Po) 
斜 对 称 ,由 有 JK=KJ'， 由 引 理 15. 2.2, 所 以 了 之 初等 因 式 成 对 
出 现 . 这 证 明了 4 十 4B 和 严格 相抵 . 由 定理 15.2.1 及 4 十 4PB， 
2 同 为 斜 对 称 4 方 阵 ,所 以 4 上 +4B 和 2 相合， 定理 证 完 ， 

上 面 的 定理 , 是 在 复数 范围 内 讨论 ， 在 实 的 情形 , 由 于 一 个 实 
方 阵 4 不 一 定 能 表 成 实 多 项 式 p(4) 之 平方 ， 所 以 定理 15.2.1 不 
能 形式 推广 ”因此 对 实 的 对 称 方 阵 及 斜 对 称 方 阵 偶 ， 在 实 相 合 下 
的 标准 形 比 较 复 杂 . 同样 ,对 Hermite 方 阵 偶 在 复 相合 下 的 标准 
形 ， 也 因 为 复方 阵 4 虽 可 开 方 为 p(4)， 但 是 2(4) 一 般 不 等 于 
7(4)， 因 此 定理 15. 2. 1 仍 不 能 直接 推广 ， 这 些 标准 形 理 论 是 经 
典 结 果 。 但 已 超出 本 书 范围 。 下 面 仅 叙 述 结果 . 

定理 15. 2.4 实 对 称 4 方 阵 4 十 4B( 或 Hermite 4 方 阵 4 十 
48) 的 行 指 标 和 列 指标 相等 ， 又 初等 因 式 组 为 

A A (At AD CATA) (A+ 0) ?1, os, 

(C4)? (4 十 风 D25 (A 十 忆 1) ?1 


其 中 和 1,…, 轴 实 , 14，…, 4 复 , 且 虚 部 不 等 于 零 . 

定理 15. 2.5 实 对 称 方 阵 偶 (4，B) 决 定之 4 方 阵 4 上 和 在 
实 相 合 下 的 标准 形 为 实 对 称 4 方 阵 . 它 是 准 对 角形 .对 角 块 由 下 面 
五 种 标准 形 块 构成 : 


oo , | 
\ 


L, 
0 ) e(T+AN)S'S), ef((4 十 40)7 十 NDSGD， 
ep (Ali-Meos0)S) —(Msing)S™) 
\— (M sin0)S") rr ost se ) 
其 中 和 为 实 特 征 根 , pe”“ 为 复 特征 根 , p>>0，0<<9<2x. 又 e 


9 学 二 了 mw 


1 1 
M=| ,|=I+N. 
| 1 


于 是 实 对 称 方 阵 偶 的 行 指标 组 以 及 附 以 标签 的 初等 因 式 组 为 它 在 
实 相合 下 的 全 系 不 变量 . 

定理 15.2.6 Hermite 方 阵 侦 (A4，B) 决 定之 4 方 阵 4+4B 
在 复 相合 下 的 标准 形 为 Hermite 4 方 阵 , 它 是 准 对 角形 ， 对 角 块 
由 下 面 五 种 标准 块 构成 ; 


0 LL 
oo | 7 0 e(THAN)S®Y, e((A+A)I+N)S®, 


| 0 (ard nem 
(GNIHNS® 0 ， 
1 
S= ”jj 
1 


1 
其 中 为 实 特征 根 , pe 为 复 特征 根 ，e 取 土 1 两 值 之 一 ， 称 为 标 
丛 ， 于 是 Hermite 的 行 捐 标 组 以 及 附 以 标签 的 初等 国 式 
组 为 它 在 复 相合 下 的 全 系 不 变量 . 


习题 15.2 
1， 试 证 : 阶 复 方 阵 4 和 五 复 相合 当 且 仅 当 复方 阵 个 (二 (A+ 4'), 


也 (4 一 妇 ) ) 和 ( 喜 (B+B'), 去 (B 一 B') ) 相 抵 . 
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附录 一 数学 归纳 法 


数学 中 的 任何 一 个 分 支 , 总 是 先 给 出 若干 定义 , 即 给 出 研究 的 
对 象 ,再 界定 若干 公理 ， 而 主要 结果 则 构成 这 个 分 支 的 一 套 理论 . 
大 致 规律 为 : 最 初 是 一 切 从 定义 出 发 ,得 出 一 系列 基本 结果 ， 引 出 
了 一 系列 最 基本 的 处 理 技巧 ， 再 从 定义 和 基本 结果 ， 导 出 一 系列 
新 的 结果 .从 数理 逻辑 的 角度 已 经 证 明 ， 从 一 个 确定 的 公理 系统 
出 发 ， 可 以 导出 无 限 多 个 结果 .但 是 作为 主要 理论 ， 一 般 还 是 由 
有 限 多 个 重要 结论 构成 . 这 里 附带 强调 一 点 ,我 们 并 没有 论 及 为 什 
么 要 建立 一 个 分 支 ? 一 个 分 支 发 展 的 推动 力 是 什么 ?为 什么 有 的 分 
支 成 为 主流 ? 为 什么 有 的 分 支 逐 渐 失 去 它 的 黄金 时 代 . 

回 到 原来 的 问题 . 数学 的 结果 ， 总 是 从 已 知 的 结果 或 者 条 件 
出 发 ， 通 过 形式 逻辑 的 推理 ， 从 而 获得 许多 新 的 结果 .常用 的 推 
理 方法 ( 即 数学 证 明 的 方法 ) 可 以 分 为 演绎 和 归纳 两 大 类 . 

演绎 法 有 两 种 不 同 的 形式 : 

(a) 直接 证 明 . 

它 的 格式 可 以 写 为 ， 因为 … 所 以 .… 所 以 …,…, 等 等 ， 因 此 
证 明了 所 需要 的 结果 . 

(8) 反 证 法 . 

它 的 格式 可 以 写 为 : 设 所 需要 的 结果 不 成 立 , 则 …, 于 是 …, 所 
以 …, 这 就 导出 矛盾 ， 因 此 证 明了 所 需要 的 结果 ， 

概括 地 说 , 直接 证 法 是 从 已 给 的 条 件 出 发 , 通过 各 种 已 知 的 性 
质 ,一步 一 步 地 推出 所 要 的 断言 ， 逻 辑 格 式 是 简单 的 , 但 是 具体 的 
推导 , 是 需要 各 种 数学 技巧 . 而 反 证 法 则 是 从 已 给 的 条 件 和 假设 所 
要 证 的 断言 不 成 立 这 两 前 提出 发 ,通过 各 种 已 知 的 性 质 , 尽 可 能 地 
去 寻找 矛盾 。 所 以 从 原则 上 来 讲 ， 每 一 个 可 以 用 直接 证 法 证 明 的 
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定理 , 一定 可 以 用 反 证 法 来 证 明 . 反之 亦 然 ， 然而, 有 时 用 直接 证 
法 极 易 导 得 的 结果 ,用 反 证 法 就 显得 很 复杂 ,反之 亦 然 ， 所 以 ， 在 
有 具体 证 明 一 个 性 质 时 ， 应 该 选择 一 种 最 有 力 的 证 明 方法 ， 值 得 注 
意 的 是 ,对 有 些 比较 复杂 的 定理 ,在 推导 过 程 中 ， 往 往 将 直接 证 法 
和 反 证 法 交替 使 用 , 以 便 尽 快 地 获得 要 证 的 结论 ， 

具体 证 明 一 个 性 质 时 ， 有 了 时 也 采用 穷 举 法 .这 个 方法 的 原则 
是 : 从 已 知 条 件 出 发 ， 可 以 得 到 很 多 种 可 能 的 情形 。 将 它们 全 部 
列 出 来 ,分 别 进 行 讨论 , 从 而 可 以 导出 所 有 结论 

例 ” 试 证 : 实 系 数 二 次 多 项 式 好 二 az -2 不 可 能 有 一 个 实 根 a 
和 一 个 复 根 8 十 ~v 一 1?， 其 中 j 关 0. 


直接 证 法 . 用 公式 解 可 知 zz 十 az 十 5 有 两 个 根 二 4 二 4 一 他 


于 是 判别 趟 至 一 全 =A 出 现 三 种 可 能 (这 时 用 了 穷 举 法 )A>0; 
A=0; A<0. 在 A>0 或 A=0 时 二 4 去 访 A 为 实数 ， 所 以 两 个 根 


都 是 实数 ; 在 A<0 时 二 9 去 人 都 是 复数 ， 且 虚 部 不 等 于 零 
所 以 两 根 都 不 是 实数 。 证 完 


反 证 法 . 如 果断 言 不 成 立 , 则 z? 十 az 十 5 有 根 a 及 B 二 ~ 一 1y， 

其 中 ?天 0, pa 都 是 实数 ， 所 以 
rt:+art+b= (xz—a)(z— BP—~V—1y) 
一 zZ2 一 (ca 十 8 上 AN 一 1?)2 二 a(B 二 一 17)。 

由 于 a= 一 (xc+TB 十 WV 二 17) 是 实数 ,这 就 和 ? 尖 0 了 矛盾 ， 故 证 完 . 

下 面 丰 介绍 归纳 法 .归纳 法 有 两 种 ; 有 限 数 学 归纳 法 和 超 限 
数学 归纳 法 ， 后 者 可 以 在 实 变 函 数论 中 找到 ; 前 者 有 两 种 不 同 的 
形式 , 它们 可 以 分 别 叙 述 为 : 

第 一 数学 归纳 法 ， 如果 性 质 P(n) 在 4=1 时 成 立 ， 而且 在 假 
设 了 性 质 P(n) 在 %=E 时 成 立 , 经 过 逻辑 推理 可 以 证 明 性 质 P(n) 
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在 n= 十 1 时 也 成 立 , 那 未 性 质 了 (对 一 团 自然数 % 部 成 并 ， 

第 二 数学 归纳 法 ， 如 时 性 质 P(2)} 在 4%=1 时 成 立 ， 而 且 在 假 
设 了 性质 了 () 在 4 三 # 时 都 成 六 ， 经 过 逻辑 推理 可 以 证 明 性 质 
P(n) 在 n=E 十 1 时 也 成 立 ， 那 末 性 质 已 (2 ) 对 一 团 自然 数 % 孝 
成 并 ， 

下 面 分 别 举 一 例 来 说 明 它 们 的 用 法 . 

例 1 试 证 :对 一 切 自 然 数 罗 性 质 PCn); 


n(n-i-1) 
2 


1 十 2 二 下 宙 一 
证 到 4=1, 显 然 性 质 P(1): 1= 一 成 立 ,假设 性 质 P(h) 
成 立 , 即 有 


1 十 2 十 …… 十 在 一 


由 于 
lr2tet ht (Bt) = tl) = + 


所 以 性 质 P(E 十 1) 也 成 立 。 由 第 一 数学 归纳 法 原理 ， 所 以 性 质 
PC2 对 一 切 目 然 数 成 立 
例 2 设 ai=3,a 一 7, 又 
On 二 30n-1 一 <0n-2， 1 一 3， 4 
试 证 : 对 一 切 自然 数 2 ,总 有 
0 一 22?+ 一 1 
证 今 o=2 7 一 1，0 一 221 一 1 假设 当 2=1 2 ,8 有 时 
有 on =2” 一 1， 于 是 
0 1 一 2 一 IT，wi 一 28+1 一 1 
因此 
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0 一 30 一 2 一 3(2 和 1 一 1 一 2(2 一 1 一 22 -一 
册 第 二 数学 归纳 法 原理 便 证 明了 断言， 

数学 归纳 法 是 不 是 合理 的 方法 呢 ? 事实 上 ,它们 不 是 公理 ， 不 
是 人 为 规定 的 ， 从 自然 数 的 公理 系统 出 发 ， 我 们 可 以 证 朋 数 学 让 | 
纳 法 古 它 们 的 推论 ， 

定理 1 在 自然 数 集 合 {l 2,…} 中 任 取 非 空子 集合 仿 ， 风 在 
各 中 必 有 一 个 最 小 目 然 数 . 

证 今 非 空 ,所 以 在 台中 存在 一 个 数 mo, 由 于 小 于 wo 的 目 
然 数 构 有 或 集合 So 二 1 2. 2， 由 ES 人 ESE, 所 以 

SofNE= {ln RN No}. 
因此 7; 为 三 中 最 小 自然 煞 ， 证 完 ， 

定理 2 第 一 数学 归纳 法 是 合理 的 推理 方法 . 

证 ”用 反 证 法 ， 假 设 第 一 数学 归纳 法 不 是 合理 的 推理 方法 ， 
因此 存在 一 种 性 质 P(n), 它 有 了 (I) 成立， 且 阁 假设 性 质 P 了 (8) 成 
” 立 , 则 可 推出 P(t 十 1) 成 立 ， 但 是 性 质 P(1),，P(2),… 不 是 对 所 
有 自然 数 都 成 立 ， 因 此 使 性 质 P(2) 不成立 的 自然 数 构成 自然 数 
集 { 代 ,2,…} 之 非 空 子 集 人， 由 定理 1 ,其 中 存在 最 小 自然 数 m, 干 
是 P(m) 不 成 立 ， 但 是 P(1),P(2),…,P(m 一 1) 都 成 立 ， 由 归纳 
法 假 皮 可 知 由 己 ( 和 一 蕊 成 立 便 推出 PC 成立 ， 这 导出 也 盾 ， 所 
以 证 明了 定理 ， 证 完 . 

注意 这 个 定理 的 实质 为 : 由 于 从 P(1) 成 立 可 推出 P(2) 成 
让 ,，…， 由 PK) 成 并 可 推出 PCE 十 1) 成 立 ，…:， 所 以 性 质 P(1)， 
P(2), P(3),… 都 成 立 ， 

下 面 再 证 明 第 二 数学 归纳 法 只 是 第 一 数学 归纳 法 的 为 一 种 开 
达 形 式 , 即 有 

定理 3 第 一 数学 归纳 法 和 第 二 数学 归纳 法 互相 等 价 . 

证 假设 性 质 P( 了 Dn) 成立， 于 是 问题 化 为 证 明 :“ 由 性 质 P(8) 
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成 立 可 以 推出 性 质 PCG 十) 成 立 ”的 必要 且 充 分 条 件 为 “由 性 质 
P(1D), PC2) (守成 亡 可 以 推出 性 质 P(E 十 了 D 成 并 

显然 前 一 断言 可 以 推出 后 一 断言 ， 下 面 耳 明 后 一 断言 可 以 推 
出 六 一 斯 言 。， 用 反 征 法 . 今 耕 由 和 性质 P(1),…, P(E) 成 立 便 可 推 
再 P(E 二 1) 成 立 ， 但 是 由 P( 有 成立 不 一 定 能 推出 PE 上 ID 成立 
也 出 所 有 自然 数 开 ,使 得 由 已 (8 成 立 推 不 出 P(E 十 了 ) 成 立 ， 它 们 
仿 体 构成 自然 数 集 的 非 空 子 集 号 ， 由 定理 1, 在 三 中 存在 最 小 目 
纺 芭 mm. 因此 从 (成 并 推 不 出 PGn 王 了 成 并 ,但 是 由 PL(1) 成 江 
可 推出 P(2) 成 立 , 由 P(2) 成 立 可 推出 PC3) 成 立 , …， 由 了 (m 一 1) 
或 了 江 可 推 莫 了 (tm) 成 立 ， 总 之 , 了 (41), P(2),…,P(m) 都 成立 ， 由 
此 便 知 PCGm 二 了) 成 并 ， 这 和 m 的 选取 矛 居 , 证 完 . 

由 此 可 知 , 第 二 数学 归纳 法 也 是 合理 的 推理 方法 ， 

数字 归纳 法 可 以 扩充 到 双 指 标 ， 黄 至 多 指标 的 和 情形， 我 们 只 
给 出 常用 的 双 指 标的 情形 . 

双重 数学 归纳 法 : 考虑 依赖 于 独立 的 自然 数 m 及 % 的 性 质 
Plm,n)， 若 性 质 P(1, 1 成立 ,上 且 由 性 质 P( 1D) 成 立 (或 由 性 质 
P(1,1),P(2,1),…, P(E,1) 都 成 谋 ) 可 以 推出 性 质 P(Kj4-1,1) 成 
让， 因此 性 质 P(m,1) 对 一 切 自 然 数 都 成 站 ， 再 假设 性 质 P(m， 
&) 对 一 切 自然 数 m 都 成 立 (或 假设 性 质 P(m 1)，P (Cm, 2),…， 
忆 (02 全 对 一 切 上 自然 数 色 都 成立 ), 则 可 推出 性 质 PC(m, £1) 对 一 
切 自然 数 m 都 成 让， 那 末 性 质 已 (m，2) 对 一 切 自然 数 m 和 者 
成 记 . 

定理 4 双重 狼 尝 归纳 法 是 合理 的 维 理 方 法 . 

证 由 第 一 (第 二 ) 数 学 归纳 法 可 知性 质 已 (mm,1) 对 所 有 自然 
数 m 成 并 ， 如 果 由 和 性质 PCm, 有 如 对 一 切 自然 数 m% 都 成 并 可 以 推出 
性 质 已 (2 天 十 蕊 对 一 切 目 然 数 多 都 成 评 ， 但 是 存在 自然 数 m0, no 
使 得 性 质 P(mo, 20) 不 成 立 ， 在 集合 
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{m,n) im, R= 1,2,3,.…} 
中 取出 使 得 Pm, n) 不 成 并 的 所 有 自然 歼 对 (Cm, 27) 它们 人 金 作 本 成 
非 空 子 集合 二 ， 在 子 集 合 号 中 的 自然 数 允 中 只 取出 后 一 个 昌 然 
数 , 它们 构成 月 然 数 集 {t1, 2,…} 之 非 空 子 集合 兰 :， 和 由 于 理工 可知 
在 吕 ; 中 存在 最 小 自然 数 2， 显 然 轨 1 用 页 之 选取 再 知性 质 
P(m，ni 一 1) 对 一 切 自 然 数 ;都 成 立 ， 所 以 推出 性 质 PCGm, Ri) 对 
一 团 自 然 数 m 都 成 立 ， 这 和 选取 矛盾. 所 以 泪 明 了 定理 ,证 完 ， 


习题 


1I， 试 癌 接 证 明 第 二 数学 时 纳 法 为 合理 的 推 班 庆 法 . 
2， 对 于 哪些 自然 数 六 不待 式 


2 > 
乱 3? 
”3， 试 还 下 列 代 数 科 等 式 : 
(1) /21 -十 … 十 2) 一 >， ~ 1 EL Ta ny 


2 
$1 十 tm 三 2 ! 2 和 


(2) Y， (CD: (jakt Dr = 
k=0 


附录 < 等 价 关 系 
我 们 知道 ， 有 理 数 可 以 用 许多 不 同形 式 的 分 数 


和 有 米 表 示 ， A 
了 有 二 有 的 必要 上 元 条 从 是。 
i 


这 时 记 作 全 = 全， 这 就 引出 了 分 数 相等 的 概念 ， 所 以 相等 的 分 数 


表示 了 同一 个 有 理 数 ， 将 所 有 相等 的 分 数 放 在 一 起 ， 构 成 了 实数 
的 一 个 子 集合 ， 于 是 所 有 分 数 按照 相等 便 分 成 了 许多 子 集合 ， 每 
个 子 集合 中 的 分 数 表示 了 同一 个 有 理 数 ， 而 不 同 集合 中 的 分 数 表 
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性 了 个 国 的 有 理 煞 ， 所 以 这 给 出 了 本 集合 和 有 理 数 之 间 的 一 个 目 
然 的 一 一 对 应 关系 ， 

再 倪 如 固定 问 量 的 相 堂 , 矩阵 的 相等 , 气 阵 的 相抵 ， 方 阵 的 相 
以 ， 数 的 相 笔 ， 多 项 式 的 相等 等 竹 ， 都 具有 分 数 相 等 所 导出 的 雁 
性 洗 这 许 许 多 多 < 相等 * 服 念 抽象 化 , 便 得 到 

定义 ”给 定 一 个 集合 仿 ， 在 和 集合 中 的 元 素 之 间 定 义 了 一 种 关 
系 , 记 作 衬 .如 果 这 种 关系 适合 下 面 三 条 公理 

(1) 反 身 性 : 对 集合 所 中 任 一 元 素 a, 有 a 空 a; 

(2) 对 称 性 : 对 集合 人 中 任 两 元 素 a,5， 如 果 4 储 2， 则 有 
va; 

(3) 传递 性 : 对 集合 SS 中 任 三 元 灶 ge，28，c ， 如 果 0 全 及 
b 实 ce, 则 有 ca 兰 ec 
则 全 称 为 等 价 关 系 ， 当 a 衬 b 时 , 称 元 素 a 和 5。 等 价 . 

由 定义 可 知 ， 前 面 提 到 的 关系 全 是 等 价 关 系 ， 下 面 举 出 一 些 
不 定 将 价 关 系 的 关系 的 例子 : 

例 1 实数 的 顺序 关系 ae 委 ! 不 是 等 价 关 系 , 事实 上 ， 它 适合 
公开 (1),，(3)， 但 不 适合 公理 (2)、 这 个 例子 也 证 明了 公理 (2) 和 
(1), (3) 独立 ， 

例 2 实数 的 不 等 关系 a=<5b 不 是 等 价 关 系 , 事实 上 ， 它 适合 
公 惠 (3), 但 不 适 人 公理 (1),(2)， 这 个 例子 也 证 明了 公理 (3) 和 公 

理 (1) (2) 独 立 ， 

例 3 实数 ca 和 2 在 有 4 十 ?= 0, 则 称 a 和 5 有 一 _ 种 关系 这 
个 关系 也 不 是 等 价 关 系 ， 事 实 上 , 它 适合 公理 (2)， 但 不 适合 公理 
(1) 和 (3)， 这 个 例子 也 证 明了 公理 (2) 和 公理 (1), (3) 独立 , 

例 4 正 实数 a 和 5 如 果 有 a5<a+5, 则 它 定义 了 a 和 5 闻 
有 的 一 个 关系 .这 个 关系 也 不 是 等 价 关系 ， 因 为 公理 (1) 适 合 ,但 不 
适合 公理 (2)，(3)， 事 实 上 , 车 a5<a-+b*， 不 一 定 推 得 出 ta< 
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2 十 入 例如 取 4 二 2,5= 二 4， 又 若 a5 二 a 十 5,bec<<5 十 0’, 不 一 定 推 
得 出 cce<a 二 cz， 例如 取 c=5,8=1c 一 2. 

等 价 关 系 是 一 种 很 重要 的 关系 ， 由 等 价 关 系 出 发 ， 可 以 得 到 
下 面 一 些 重要 的 性 质 . 

定义 ”在 集合 纪 中 引进 等 价 关 系 “ 衬 ”， 在 集合 仿 中 任 取 元 
素 a， 把 和 4a 等 价 的 元 素 放 在 一 起 构成 一 个 子 集合 称 为 元 素 a 的 
等 价 类 , 记 作 信 。 4a 称 为 等 价 类 5&6 的 代表 元 素 . 

引 理 1 以 a 为 代表 元 素 的 繁 价 类 有 性 质 : 

(1) 各。 中 任 两 元 素 等 价 ; 

(2) 不 在 E。 中 任 一 元 素 和 人。 中 任 一 元 素 决 不 每 价 . 

证 (1) 在 G4 中 任 取 两 元 素 5,c， 由 等 价 类 So 的 定义 可 知 
ba, ca. 由 对 称 性 ,有 b 衬 ga, 4 人 兰 c, 由 传递 性 ,有 8 人 兰 c， 所 以 性 
质 (1) 成 立 

(2) 在 So 中 任 取 元 素 5, 在 外 任 取 元 素 c。， 由 等 价 类 5。 
的 定义 可 知 5 衬 a,c 午 a， 用 反 证 法 来 证 明 性 质 (2)， 设 若 不 然 ， 即 
存在 bESSo, CES\S。， 使 得 3 衬 c6<， 由 对 称 性 有 58 守 a, c 实 5， 由 传 
建 性 ,有 Cc 空 4， 这 和 cc 学 a 矛盾， 证 完 . 

由 这 个 5| 理 可 知 , 集合 中 元 素 e 的 等 价 类 S56 实际 上 是 G。 
中 任 一 元 素 的 等 价 类 , 即 有 

5| 理 2 Go。=E 当 且 仅 当 a 兰 2， 所 以 等 价 类 Eo。 的 构成 和 
元 素 a 的 选取 无 关 , 而 是 由 等 价 关系 完全 确定 的 . 

定理 1 在 集合 台中 给 定 等 价 关系 宇 后 ，S 便 分 解 为 所 有 五 
不 相交 的 尝 价 类 之 并 集 . 

往 意 ， 这 一 分 解 的 特点 在 于 ;同一 子 集合 中 任 两 元 素 互 相等 
价 ， 不 同 于 集合 中 任 两 元 素 互 不 等 价 ， 因此， 在 每 个 等 价 类 中 任 
意 取 出 一 个 元 素 , 则 都 可 以 成 为 这 个 等 价 类 的 代表 元 素 , 而 且 将 这 
些 元 泰 ( 每 个 集合 中 取出 一 个 ) 合 并 为 男 一 个 子 集合 ， 则 这 个 子 集 
.474。 


合 具 有 性 质 : 

(1) 任 两 汇 砂 互 不 等 价 ; 

(2) 集合 仿 中 任 一 元 素 必 和 这 个 子 集合 中 某 个 元 素 等 价 . 

这 个 子 集合 称 为 代表 元 集 . 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 来 ， 这 个 代表 元 集 的 选取 ， 即 每 个 和 寺 
价 类 中 的 代表 元 素 的 选取 , 具有 极 大 的 任意 性 ， 事 实 上 ,学 价 类 中 
任 一 元 素 都 有 资格 充当 代表 元 素 ， 所 以 在 具体 的 集合 中 ， 如 果 和 定 
义 好 等 价 关 系 , 我 们 便 不 满足 于 随便 取出 一 个 元 素 为 代表 元 素 , 而 
要 求 取 出 的 元 素 在 革 种 意义 下 具有 最 简单 的 形式 . 为 了 说 有 明 这 
点 ,下 面 详细 讨论 矩阵 的 情形 ， 在 § 4.4 中 我 们 5 引进 J 

定义 ”两 个 nxm 撼 阵 4 和 了 称 为 相抵 的 ， 如 果 存 在 一 个 
阶 非 蜡 方 阵 己 ,及 一 个 么 阶 非 异 方 阵 @@ ,使 得 

B=PAQ. 

由 定义 出 发 ,我们 证 明了 了 

引 理 3 记 及 ,为 所 有 nxXm 人 矩阵 构成 的 集合 , 则 弄 , 中 算 
险 的 相抵 关系 为 党 价 关系 . 

定理 2 任 攻 nxm 秆 了 泗 4， 记 rank(4)= 二 ?7， 则 存在 % 阶 非 
异 方 隆 了 及 mr 阶 非 异 方 阵 @, 使 得 
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由 这 个 定理 , 所 以 我 们 在 每 个 等 价 类 中 取 如 此 简单 的 元 素 4， 

为 代表 元 素 ， 由 于 在 相抵 下 秩 不 改变 ， 所 以 同一 个 等 价 类 中 任意 

元 业 的 秩 都 相间 ， 且 不 同等 价 类 中 的 元 素 的 秩 决 不 相同 。 因 此 坏 

个 等 价 类 由 秩 完 全 决定 ， 所 以 我 们 可 以 记 作 人 其 中 代表 元 素 为 

A,.， 其 好 处 在 于 nx m 矩阵 4 由 秩 7 完全 决定 , 且 最 简单 .又 不 
难 证 明 
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定理 3 In= | ;为 两 两 不 相交 的 等 价 类 ,之 并 集 


r=1 


Te 


从 这 个 例子 虹 寻 以 看 出 ， 我 们 在 过 价 类 中 所 寻找 的 代表 元 双 
有 具有 这 样 的 特点 : 筷 由 一 批 数量 来 确定 ,而且 这 批 数量 是 同一 等 价 
类 中 每 个 元 素 都 具有 的 共性 , 即 这 批 数 量 在 等 价 关 系 下 是 不 变 的 . 
所 以 其 中 每 个 量 都 称 为 在 等 价 关 系 下 的 不 变量 .不 变量 的 全 体 称 
为 全 系 不 变量 ， 例 如 ,在 相抵 关系 下 ， 给 颖 的 秩 就 是 全 系 不 变量 ， 
要 注意 的 是 : 单单 不 变量 并 不 能 区 分 等 价 类 , 即 不 同 的 等 价 类 中 的 

过 可 以 具有 相同 的 不 变量 ,但 是 不 可 能 具有 相同 的 全 系 不 变量 ， 
如 公示 不 点 是 是 能 完全 区 分 车 价 美的 一 批 数量 . 

对 算 阵 或 方 阵 集合 而 言 ,在 其 中 引进 基 种 等 价 关系 后 , 县 有 其 
简 形 式 的 代 衣 元 素 便 称 为 标准 形 ， 而 和 矩阵 标准 形 理论 的 目的 开 丰 
建立 寻找 标准 形 的 方法 . 

1、 方 阵 的 情形 

记 M,(C) 为 所 有 7% 阶 复方 阵 构 己 的 集合 。 在 共 中 引进 关系 
A->PAf(P), 其 中 长 数 1(P) 是 将 % 阶 非 异 方 阵 了 用 转 置 运算 、 共 狗 
运 筑 和 取道 运算 作 各 种 可 能 的 组 合 . 这 样 可 以 导出 八 种 关系 : 4--> 

PAP, PAP,, PAP, PAP' 
PAP-', PA(P-')’, P4(P-D，P4(P-DD 
引 理 4 上 面 八 种 关系 中 ,四 种 关系 
A->PAP', A->PAP', A->PAP-'!, A->PAP-! 
为 等 价 关 系 ,它们 分 别称 为 相合 , 复 相 合 , 相 似 . 复 相似 ， 余 十 四 种 
A->PAP, A->PAP, A->PA(P-')'’, A—>PA(P-') 

都 不 是 等 价 关 系 ， 它 们 都 适合 反 身 性 和 对 称 人 性, 但 不 适合 传 亿 性 ， 

和 矩阵 论 的 一 个 重要 部 分 是 研究 上 面 四 种 洗 价 关系 ， 求 出 它们 
的 标准 形 , 决定 全 系 不 变量 . 
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对 对 阶 非 异 方 阵 己 加 上 限制 ， 我 们 又 可 以 得 到 一 批 新 的 等 价 
关系 ， 一- 般 条 件 为 : 设 己 为 西方 阵 或 复 正 交 方 阵 . 

设 P=UV 为 西方 阵 , 即 VC = = 则 等 价 关 系 A->UVAUV* 
和 4->UV AU-! 相同 ， 又 4->747- 和 4->UAUV' 相同 ， 所 以 有 两 
种 等 价 关系 4->V4Z ,4->V747- 前 者 称 为 酉 相合 ， 后 者 称 为 
本 相似 . 

设 P=0 为 复 正 交 方 阵 , 即 00 =0OO=72. 则 等 价 关 系 4-~> 
O40 和 4 一 040"' 相同 ， 又 4>040-! 和 4->040' 相同 ， 所 以 
有 两 种 等 价 关 系 : 4->040-'"，A->040'， 前 者 称 为 复 正 交 相 似 ， 
后 者 称 为 复 正 交 复 相合 . 

记 及 ,RB) 为 所 有 %% 阶 闫 方 阵 构 成 的 集合 ， 则 只 有 两 种 符 价 

4->P4P ，4->P4P-1， 
藉 中 五 为 站 阶 非 异 实 方 阵 ， 前 者 称 为 实 相 合 ， 后 者 称 为 实 相似 . 

由 于 四方 阵 及 复 正 交 方 阵 限 制 在 实 的 情形 ,都 是 实 正 交 方 阵 . 
所 以 对 寻 阶 非 异 实 方 阵 忆 加 上 条 件 为 实 正 交 方 阵 ， 改 记 为 P= 二 0， 
” 吉 有 00'=00=7”， 因 此 等 价 关 系 4->040 和 4->040-: 相 
由， 所 以 只 有 一 种 等 价 关 系 ;: 4>040 , 称 为 实 正 交 相似 . 

2. 从 阵 的 情形 . 

设 及 wm(C) 为 所 有 nn Xm 复 托 阵 构 成 的 集合 ， 我们 只 考虑 两 
种 讲价 关系 : 4 一 P46@，4->V47, 其 中 P, 8 分 别 为 % 阶 及 m 阶 复 
非 弄 方 阵 ,Z，F 分 别 为 n 阶 及 m 阶 西方 阵 ， 前 者 称 为 相抵 ， 后 者 
称 为 西 相抵 . 

设 Mn(R) 为 所 有 2x7 实 算 阵 构成 的 集合 ， 我 们 也 只 考虑 
两 种 等 价 关 系 : 4 一 P49，A->0140;, 其 中 P，8 分 别 为 % 阶 及 mn 
阶 实 非 异 方 阵 , O01,，0O; 分 别 为 % 阶 及 m 阶 实 正 交 方 阵 ， 前 者 称 为 
实 相 抵 , 后 者 称 为 实 正 交 相抵 ， 
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上 上述 各 种 等 价 关系 下 的 标准 形 理论 ， 构 成 本 书 的 主要 内 容 . 
作为 重要 应 用 ， 下面 利用 等 价 关 系 引 进 线性 空间 的 商 空 间 要 
仿 。 设 中 为 nn 维 线性 空间 ，%1 为 r 维 子 空 间 ， 我 们 引进 一 种 关 
系 ， i > 相符 如 下 : 任 取 a,BER, 如 果 a 一 BEX1, 则 称 c 和 
8B 模 & 相等 , 记 作 
a=B (mod2,). 
亚 多 5 蕊 定 和 宗 价 关系 .事实 上 ,由 w 一 x=0SR 可 知 & 三 a(mod2%,)， 
印 反 号 性 成 评 ， 再 设 wx 一 PE&， 即 6 一 a= 一 (一 B)ER， 所 以 由 
a 三 p(modR) 可 知 B=a(mod&,)， 即 对 称 性 成 立 ， 最 后 ， 设 
&—pER, prEd 则 aa 一 ?=(a 一 D) 二 (一 ?ERQ， 所 以 由 
ac= 有 (mod&),p=?>(modQ) 有 w=y(modQ)， 即 传递 性 成 立 ， 
至 此 证 明了 断言 . 
在 & 中 按 模 & 相等 引进 等 价 关 系 后 ， 中 可 分 为 互 不 相交 的 
竺 价 类 之 并 集 ， 等 价 类 全 体 构 成 的 集合 记 作 &/& .在 &/&, 中 引 
进 辑 法 及 纯 量 积 如 下 : 在 等 价 类 中 任 取 一 个 代表 元 素 w, 我 们 记 6 
为 此 尝 价 类 ， 任 取 a, BER,a 为 数 ,定义 
a+ B=(a4B), a(a) 一 (ao)， 
这 样 孢 定义 了 加 法 和 纯 量 积 ， 但 是 定义 依赖 于 代表 元 素 之 选取 ， 
所 专 为 了 证 明了 上 述 定 义 上 只 是 等 价 类 之 间 的 运算 ， 需 要 证 明 它 们 实 
际 上 与 代表 元 素 的 选取 无 关 ， 事 实 上 , 任 取 E94,mEB， 由 定义 可 
知 5 一 &,7 一 BERN1， 即 存在 cy,rE&i 使 得 
E=Q+o, HW=pP1-r. 
于 不 7 二 (gpB)T+(o+rt)， 由 0 十 rE8,， 这 证 明了 E++n€ 
(a 二 B), 因 此 =@, 二 PB，(5 十 ) 一 (TB)， 这 证 明了 -7 一 
a+B= (a 十 B)= (8 十 )， 于 是 加 法 运算 与 代表 元 选取 无 关 . 再 
任 取 5EG，a 为 数 . 则 由 5 一 gER81， 所 以 存在 coER&， 且 £= 
78 。 


& 十 0 于 是 aE=aa+ac， 介 是 aogk&， 所 以 atE(aa)， 这 证 骨 


了 a#=ac6= (oa) = (5)， 即 纯 量 运算 也 与 代表 元 素 选取 无 关 . 

由 线性 空间 的 定义 及 下 接 验 证 可 知 集合 /Ri 在 上 述 加 法 及 
纯 量 积 下 构成 线性 空间 , 称 为 & 模 ?1 之 商 空间 . 

为 方便 起 见 ， 我 们 用 符号 5 二 Qi; 表示 以 a 为 代表 元 素 的 繁 价 
类 .实际 上 ， 它 有 很 二 观 的 含义 ， 因 为 每 个 和 元 素 & 稚 价 之 元 素 
必 形 如 a--o, 其 中 oER1, 肥 之 , 任 取 of81, 则 & 和 a 二 oa 必 等 价 . 
用 新 的 竹 丈 , 则 加 法 及 纯 旦 积 可 定义 为 

(a ) B+R) = +P) -Ni, Va, BES; 
QQ 十 Si) =agt i VacRa 为 数 

很 日 然 地 ， 我 们 可 以 建 并 线性 空间 到 商 空 间 呈 /8， 上 的 映 
多 :>w+RI， 显 然 它 的 核 xz-'(0) 二 8&， 上 面 加 法 及 纯 量 积 定 
义 告 诉 我 们 有 

NTO) -TPT ar(o) = x(ag). 
这 证 明了 zz 为 到 8/8R， 上 的 线性 映 冉 ， 称 为 自然 同 访 ， 由 定 埋 
7. 1. 4, 有 维 数 公式 
dimd=dimna (8) +dimz 0) 
dimd/d, -+ dimed,. 
即 有 
dimd/% =dimd— dimd. - 

最 后 ,我们 给 出 同 态 基本 定理 设 D:&->&e 为 线性 空间 号 到 
线性 空间 Se 上 的 线性 映射 ， 同 态 核 p71(0)=& 为 8 的 子 空间 . 
记 z:S 一 人 人 为 目 然 同 态 ， 则 存在 线性 空间 /8 到 线性 空间 
&o 上 的 同 构 映射 o, 使 得 

P=0oon, 
由 下 图 
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可 交换 . 证明 如 下 : 任 取 wsS&， 


多 一) + 建立 8/8, 到 


~ / QQ 之 对 应 0: 
"| a >p(8), Vaev 


/i 我 们 来 证 明 为 &/&; 到 Qu 上 的 

线性 癌 构 ， 且 有 PP=coer。 事 实 上 , 任 取 gE8, 则 
(O°oN) (0) =0o(7(8)) =o(gt do) = P(e). 

这 证 明了 sr 一 p。 再 证 co 一 一 ， 今 若 x 上 Wi=B-HR， 于 是 w 一 
Pen 所 以 由 Pp(81)=0 有 p(a-B)=0， 即 p(c) 一 (6)， 这 证 
明了 oo 为 单 值 的， 反之, 任 取 a，BE?, 且 pa) = 一 p(o)， 所 以 
(一 六 )=0, 妈 cc 一 PER ,这 证 明了 arQi=pQ， 即 ca 为 一 一 
映射 ， 最 后 证 c 为 线性 同和 均 ， 事实 上 , 任 取 ,BER,a,5 为 数 ， 则 

o(a(@t Ri) 60(B TN)) = 一 CaxT56)- 上 QI) 

=p(lagt+bp)=ap(%) +bp(h) 

=ao (gt ) bo(B+R, 


这 征明 了 oo 为 R/9% 到 & 上 的 线性 同 构 全 此 证 明 了 断言 . 


习题 

1。 三 列 关系 是 否 为 每 价 关 系 : 

(1D 方 阵 的 交换 关系 ; 

(2) 给 是 区 同 [a;5j 上 一 连续 孙 数 f(x)， 区 间 [e,2 中 的 实数 z 和 za 
称 为 有 有 关系 的 ,如果 f(x1) = 二 了 (x;). 

2， 设 集合 @ 中 有 一 种 关系 一 ”， 它 具有 对 称 性 和 传递 性 ， 试 证 明 下 列 
掉 理 的 不 正确 性 ， 

今 由 对 称 性 ， 从 a->D 可 知 ->0 于 是 有 a->5,58-->a， 一 由 传递 性 可 知 
"一 4. 所 以 反 壬 性 成 立 ” 

3， 为 什么 说 党 价 关系 是 数 的 相等 概念 的 推广 
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习题 答案 与 提示 


习题 1.1 

1。 一 54" 十 1326 十 2725 一 13024 十 7523 十 266z2 一 44027 十 197， 

2 1(Z) 一 好 十 Z3 二 2 一 1 

3。4(O) 一 4 有 [LT 一 (1 一 2 0O(T) 一 (1 一 2) 21 一 Za 

7. 将 了 与 f, 作 回转 相 除 ,将 (Ff 了 了) 与 fs 再 作 辊 转 相 除 ， 将 加 转 相 除 
的 每 一 步 都 对 行列 式 的 列 做 相应 的 变化 ， 最 后 得 到 的 行列 式 取 作 


alfi, f;, fs) 0 0 
0 a! 0 |=(f,1,, fs). 
0 0 1 
再 将 整个 过 程 倒 过 来 , 便 证 明 了 存在 性 , 另 法 ， 存 在 多 项 式 妇 ，U2s2， 
2s， 使 得 和 f: =(f1,f), » hn fs 十 9sfs 二 《fifi,f3)， 将 所 求 
z —W 人 一 2 Wi 
行列 式 按 第 3 列 作 Laplace 展开 , 再 与 上 式 比 较 . 
习题 1.2 
1 先 判定 了 和 9 的 次 数 ，f(z) 一 十 (z* 十 汪 x 十 1),9 (2) 一 5z 或 
gm =— 


2， 轴 一 2*1+1 一 1]， . 、 z 

3. 双方 都 乘 1 一 z2) 判断 何 时 (1 十 zyI 一 zz) =1。 管 案 为 是 奇数 . 

4 记 5 二 D(z)， 对 f(z) zx" 证明 结论 ,再 对 一 般 多 项 式 证 明 . 

5， 在 包 ;s 中 至 少 有 一 个 是 一 次 多 项 式 有 时, 无妨 设 嫩 是 ， 令 Y= 二 w (2)， 
故 无 妨 设 如 二 z， 再 证 (ws 一 4) [as (Ws 一 2) [ui。 分 三 一 0 及 如 天 0 两 种 情 
形 讨论 ,以 便 证 明 w(0) =w(0) 一 0. 


6 由 fr(o) = ,可 证 gs(z) 2*11f' (0) 一 De C2). 
i 


f=1 i=1 
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再 将 fi2) =22 一 Ion 1 十 … 十 (一 JJ"ros 代入 ,比较 两 边 x” 项 之 系数 ， 便 得 
Newton 公式 . : 

7， 考 虑 多 项 式 的 标准 分 解 式 ， 用 到 max(a, min (b,c)) 一 min(max 
(a,5), max(ac)) 对 实数 cp,c 都 成 立 ， 

避 题 1.3 

1. 《ii) 用 反 证 法 证 明 zx: 一 x* 十 ] 模 2 不 可 约 . (iii 用 反 证 法 . 设 能 
分 解 为 f(x) 了 2(z), 再 证 了 (7) = 二 一 f; (2)， 

2. 乘 以 25 干 1. 

3， 用 Eisenstein 判别 法 . 

习题 1.4 

1， 考 虑 (?(z)*f(z))。 

3， 记 G(x) = 二 f(x)f.(2) 一 f.(20)f1(zo)。 用 归纳 法 证 G(x0) = 二 0,t 二 
0,1, ,GtN (Fg0) 天 0. 

4. 记 了 f(z) 二 (xz 十 1)" 一 2* 一 1， 化 简 (f, 耻 ) 为 (2"! 一 1, (zs 十 1)* 一 1). 
答案 是 7n 关 6m 十 1,m 二 1,2, 

6， 注 意 到 (1)= 了 (1)=…==J4X(1)=0, 并 利用 归纳 法 ， 

7 考察 TF 的 次 数 . 

8. 记 了 (2) = 二 f(z) 十 fr(2) 十 恒 十 f(x)， 去 证 F(z) 的 任 一 极 小 值 非 . 
负 , 且 FF( 士 00) 守 0. 


9， 利 用 5 次 单位 根 ， 
11. 222 一 27 十 4 


12， 设 了 (2) =o 上 (2 一 ay)5 共 中 ci ;08 为 不 同 实数 ， 又 设 人 = 
1=1 

9 十 如 ,其 中 g,h 是 次 数 不 等 的 实 多 项 式 ， 由 g(a3)?: 十 和 (ay)?=0 可 吕 出 予 
盾 . 反之 ,车 了 有 非 实 复 根 c, 则 f 一 访 . (zx 一 a)(z 一 68), 其 中 人 为 实 多 项 式 . 
取 g=f1"Re((z 一 @)?),4==f1*Im((z 一 Q)*), 也 可 导出 矛盾 . 

13， 用 反 证 法 ， 考虑 9(z) x"( 三 )， 用 到 根 与 系数 的 关系 . 

14. 设 Fi(z) 一 ao(z 一 207 CT 一 0) (Za) tle (一 21) "(9 
Et (T 一 芝 1) "其 中 <za< < 是 实数 ，zsrly 92 是 【一 下 个 不 
同 非 实 复数 ， 证 明 oo 之 0,71,…7s 都 是 偶数 、 故 可 记 fo 一 下 一 2 


了 一 ] 
。 482。 


TT 二 Diz 十 qi), 其 中 pi—4q:<0. 再 用 归纳 法 证 明 TE art pie+9) = 


=1 一 1 


Di+D2, 其 中 中 ,中 ,是 实 多 项 式 ， 

15。 用 反 证 法 ， 求 ,了 f'', 证 明 f(z) 至 少 有 三 个 根 不 同 , 再 分 情形 导出 
记 盾 . 
16. 令 7 二 2e0s9, 去 求 出 9,(7) 一 z 的 2 个 不 同 的 实 根 ， 并 证 明 这 各 征 
它 有 的 全 部 复 根 . 

17， 记 题 中 多 项 式 为 f(x)， 利 用 f(x) 系数 的 对 称 性 ， 可 设 f(zx)= 
(22 十 cz 十 1) (x 十 dz 十 1), 其 中 cd 是 实效 ,c? 之 4， 推 出 g2 十 82 二 (ce 十 &)? 十 


(ca 十 2):*。 求 得 min(a?+b?) 一 全 
18， 化 为 考虑 妨 (2 一 1 一 人 2 的 正 根 ,利用 导数 与 函数 增 减 性 的 关系 


19， 用 反 证 法 . 
20， 记 两 多 项 式 的 另 一 个 根 分 别 是 ,0 可 证 8 一 6 二 ?一 9。 故 只 须 证 


r 二 7 着 7? 关 7, 可 得 a 一 4 及 7 一 2 与 & 不 是 整数 矛盾 ， 


， 首 先 证 明 , 阁 题 中 多 项 式 可 约 ， 必 可 表 为 一 个 整 多 项 式 的 平方 ， 答 
Ras ， 0) 天 十 (3,2,1)， 
22. 设 fr) 二 f(x?) 了 (7)， 先 证 明 (4ay) 与 1f443) 同 为 1 或 者 同 为 一 1 
bi 1, 再 表 出 f1(2) 一 1 与 f(x) 一 1, 推 出 巴 盾 , 
， 鞠 设 8 人 8) 二 1, 9(1) 二 一 1， 去 证 明 |8 一 7 人 2， 再 进一步 具体 讨论 
省 上 术 的 上 与 1 的 个 数 . 


5 
24， 将 第 一 个 方程 乘 以 o>, 第 二 个 方程 乘 以 a, 由 > [arkzxs 一 2ak3zs 十 


k=1 
k5zxs] 二 0 推 得 4 二 0, 1,4, 9,16, 25. 
25， 设 a,p 是 f(x) 的 任 两 不 同根 .者 m=a 十 b 是 有 理 数 ,可 证 9 (z) = 


flm 一 x) 也 是 有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 ， 再 证 明 g(x) = 一 f(xw)， 推出 村 是 
(四 的 根 , 与 了 (Oo) 不 可 约 了 矛盾 . 


从 


26. fs(z)=o。 用 归纳 法 证 明 f.@ = Ze 人 jw 其 中 用 到 


j=0 
。483 。 


pn 


人) 六 (2 RD 人 ( jz 一 (一 D4， 最 后 直接 计算 验 


证 题 中 等 式 ， 
27。 一 2 十 上 
25 


28. f(z)=a 下 (z 一 上 ),G 是 常数 


k=0 

29.， 当 deg( 有 0 时 f(z) 一 0 或 f(z)==e, 其 中 er 1!=1， 当 deg(1)> 
0 时 ,对 任意 复数 a, 去 证 (a) 二 ar, 所 以 f(z) 二 zx" 

30， f(x)=x. 

习题 2.2 

3. (i) 0, (ii) 4gsin 6. 

5， 有 (n?)! 种 不 同 的 方 阵 , 再 利用 行列 式 的 性 质 ， 将 其 中 行列 式 的 值 相 
等 的 看 作 一 个 ， 

习题 2. 3 


4 
1 
ll. Qi020304 > ,一 
a, 
i=1 


3， 在 访 jdet4j 中 把 det4y 按 第 j 行 展开 ,再 重新 组 合 . 


了 =1 
4. 证 明 所 有 的 4,; 都 学 于 4i1， 
5， 把 等 式 左 端 各 列 都 加 到 第 1 列 上 ,下 所 出 (n 一 a)， 
习题 2. 4 
1. 0。 


2. 从 最 后 一 列 起 ， 把 每 列 科 以 二 各 到 它 的 前 一 列 上 ， 答案 是 
Soon 
了 一 | 


3， 押 第 守 行 提出 sinbg 一 1 …yn 再 把 Sa22 表 为 cosz 的 多 项 式 . 


还 用 到 Vandermonde 行列 式 . 等 案 是 2 了 | sin6， 了 (eo0s0, 一 


cosg, ). 


。48 了 。 


re 


苹 。 02~2(G2 一 1), 


5， 对 4 用 归纳 法 , 将 右边 按 第 1 行 展开 . 
6. 0, 


7， 汲 一行 一 列 ; 第 工行 第 ! 列 元 未 为 1, 第 1 行 其 余 元 束 为 一 1, 第 1 列 
1 rr ( 1 ); 
和 0, t 1, 
其 余 元 束 为 管 案 是 |] (XO— ZX,) UE 2 


lesa<i<n lofl<" i jen 


Wil Tin 


8. 按 第 1 行 展 开 求 递 推 公式 . 答案 是 ‖ (ososr-, 一 62 人 )， 


+ 二 1 
9， 把 as 写成 (an 一 5) 十 5。 按 最 后 一 列 拆 成 两 个 行列 式 , 可 得 一 递 推 公 
式 ， 再 类 似 地 按 最 后 一 行 拆 开 ， 可 得 另 一 递 推 公式 ， 两 递 推 公式 联 立 求解. 


等 突 是 615 一?) —c 让 co: 一 已 | 
ol z=i f=1 


10， 将 0 写成 1 一 1, 拆 成 两 个 行列 式 之 和 ,再 利用 上 题 结果 。 管 案 是 


/| 


nn—1l 
二 TH (4s—08)C— Tia-o) | 
z 一 Li=i f=l 
11. 将 5， 写成 (Bb, 一 a) 十 4， 去 求 化 推 公 式 ， 答案 是 
(Db -0 (+ 4 ) 
再 t | 之 一 


12， 将 最 后 一 行 配 以 (一 1) 加 到 其 余 各 行 上 法 , 提出 因子 后 再 将 最 后 一 
列 乘 以 (一 1) 加 到 其 余 各 列 上 去 ,再 提出 因子 , 求 得 递 推 公式 ， 答 案 是 


TT 
(a@i—a1) (bs— bs) Has 。 


late 
、 m mn 
13。 从 最 后 一 行 起 每 行 三 去 它 的 上 上 一行。 用 到 公式 的 2 )- 
m1 日 
( ) 从 案 是 1 


14. 用 §2.4 例 1 的 方法 ,答案 是 一 一 一 了 mm;). 


oc 
15。 0, 
。485， 


1 ee 


16， 化 为 下 三 角形 ， 利 用 组 合 公 式 推出 主 对 角 线 上 元 素 的 规律 . 
17， 由 最 后 一 行 起 将 每 行 加 到 前 一 行 上 ,再 由 最 后 一 列 起 每 列 减 去 它 的 
前 一 列 ， 求 出 递 推 公式 ， 答 案 是 (z 一 08 


1 


18， 2n-: He 


Y 一 了 


19， 添 加 一 行 一 列 使 成 Vandermonde 行列 式 ,添加 的 一 行 是 1zl zy 。 
考虑 新 行列 式 的 结果 中 x**! 的 系数 。 管 案 是 


G1 djyn-(r+1) I (G:C— 0). 


li p+) «nn Tc < 
20， 对 nn 用 归纳 法 
21.。 用 归纳 潜 ， 


23。 当 %w 为 偶数 时 ,把 行列 式 的 第 1 行 乘 以 必 加 到 第 行 上 去 ,把 第 2 


行 乘 以 (一生) 加 到 第 j 行 上 去 ,j=3,…,n. 再 对 阶 数 用 归纳 法 . 


习题 2. 5 
1, 令 7 二 722,2, 一 zy 将 9 看 作 常数 ,化 为 线性 方程 组 ， 答案 是 (—2,0); 
{(—3,1);(1,3); (0,4), 


怕 
， ] : 
9. (z=  _ - np 
了 (Qj A) (QO— 471) (0 — 941.1) "(94— 4,) > 2 上 


pb 其 中 pr, Quen 1) = 2 Nn, (ii)zr=(—1)""t 


le« fi 
fs" jin- 起 天 地 


ttnp 


Ei 
bpr,s 
中 px,1 一 
{ (Gia) (Gi 0) (Ge Arr) "(Ge— dn) ; 友 a 
时 二 


ulQ" Gn EC = 1,2, “人 
习题 3. 1 


全 2 i 一 
1、 区 证 明 A Op-1— TiOx-2 十 2j08 -8 一 二 (Dr ?oa 十 
i 


《一 1D* 48。 管 案 是 :者 f(z19 34) 二 9 (G04;04)， 则 2 一 之 ， 


了 = I K=L 
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《用 一 素 十 1 ) o， .29 . 
dOkr 


2， 先 证 明 辅 助 命题 : “车 了 (zi …，zn) 在 未 知 数 的 偶 排 列 下 不 变 , 而 在 奇 
排列 下 反 号 , 则 六 z sn) 二 hz 9 2)V (Zs:， Xn) 其 中 及 是 对 称 多 项 
式 ,F(z zs) 是 Vandermonde 行列 式 , ”再 把 f(w) 拆 成 两 个 多 项 式 的 和 ， 
使 前 一 个 是 对 称 多 项 式 , 后 一 个 符合 辅助 命题 的 条 件 . 

3， 鞠 证 明 任 章光 项 式 帮 (z yz) 都 可 表 为 gog9i gw-i 的 多 项 式 ， 
考证 明 zayzs yzo21) 一 2 42 ia 了 Zoo)。 用 到 本 原单 
位 根 的 性 质 . 

4， 用 反 证 法 ， 用 到 行列 式 的 定义 . 

5. 可 记 ? 次 齐 次 多 项 式 f(z2) 二 x2" 十 qix"19 十 十 an9"', 记 g (2) = 二 zx" 十 


gx! 十 十 gms 则 fw ) =y"g(E) 当 n>1 时 , 取 7 二 y 一 一 二 ,2 一 ]1 由 


条 件 可 证 9g( 一 1) = 二 0, 即 (x 十 1)1g(z)。 由 此 推出 f(x,9)==(z 十 Y)fn-1(z， 
9), 其 中 于 -1(7x, 引 是 1% 一 1 次 齐 次 多 项 式 , 并 可 验 它 仍然 适合 条 件 , 所 以 可 对 
n 用 归纳 法 ， 注 意 到 (zx, 拉 二 x 一 28, 故 (x, 外 二 (2 十 引 "1(2 一 29). 

习题 3.2 

1， (i) 用 定理 3,2.1。，(11) 设 1(w) 一 oo(z 一 20)… (7% 一 2,), 再 用 判别 式 的 
定义 .。 (iii) 记 deg(g) 二 =m, 可 设 g(w) 一 2z; 的 mw 个 根 为 4,…, 95 了 二 1，…， 
n， 用 到 定理 3. 2.3, 定理 3.2.1 及 1(i) 的 结果 . 

2. 用 1(iii) 的 结果 ， 记 了 (2) 二 qox" 十 qx"! 十 … 十 9。s 答案 是 


并 《一 1 


(一 1) ? mmam 1(A(f))m， 


习题 4. 1 
. 。 cosng sinng ,,, 
3. (11) ( . )- (i 二 i) 把 矩阵 化 为 上 题 的 形式 ，(iY) 用 归 
—sinng cosng 
纳 法 ， 答 案 是 /A? CAp-1 O24P-2 … 0O%-1AP-nt! 
Ar OyvAP-! .., On-2Ap-nt2 


CyAP-! 
A? 
4. 用 定理 2.3. 1 的 推论 2. 
7， 用 归纳 法 
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8. 利用 4AB,; 二 EB;;A,t, 7 二 1，…… ,7 
9， 将 与 4 二 diag 人,…，4,1,) 可 交换 的 方 阵 B 按 与 4 相同 的 方式 分 
块 ， 比较 4B=B4h 的 两 边 ， 
习题 4.2 
0 、 


7 4 
1， 用 行列 式 性 质 可 证 det(_ j=det(_ 
2， 用 定理 4.2.i 及 定理 2.3.1 的 推论 2. 


3， (iD 分 别 左 乘 、 右 乘 一 个 适当 的 对 角 和 矩阵 ， 用 到 定理 4. 2.1， 答案 为 


也 


A AB\ 
1 of 


f (ai), 其 中 f(x) 一 Co 十 jiz 十 … 十 ja is, e= 00s < 十 


1=1 : 
、 /一 Tsin 2 (ii 用 Vandermonde 行列 式 及 定理 4. 2.1. 答案 为 “中 
i<s< th 
(2 一 2o) 


4. (1 分 det4 是 否 为 0 讨论 ，G) 用 定理 4.2.1 及 定理 2.3.1 的 推论 


7。 用 定理 4.2. 2， 

8， 乘 以 转 置 皇 阵 的 行列 式 ， 

9， 用 定理 4.2.2, 注意 到 双重 和 号 可 交换 ， 
10. 让 P=( eo) 
习题 4. 3 

2， 用 tr4B=trBA. 

3， 用 习题 4.2 第 10 题 的 结果 ， 当 1 一 4B'A 承 0 时 1 一 44B' 有 逆 ， 


, A 
(n) _ 
好 为 了 十 iT 


4， 对 m 用 归纳 法 . 
5， 用 逆 方 阵 的 定义 . 


AB.'. 


] 1 ‘1 
. 1 1] wc-!1 ass DO 一 (下 一) 
6， 前 者 的 逆 方 阵 为 |. . ， , 后 者 的 逆 方 阵 为 
] OmD oo 0 (m1)? 
( (1— PPO)! op ) 
QPY)"! (1— QP) ! 
® A438。 


7。 用 习题 4.2 第 10 题 的 结果 ， (7 一 了 4)-1=7 十 BT 一 4B;)-14. 
38. 用 摄 动 法 ”， 
0 Tm) 
> 右 乘 (re BP ) 
习题 4. 4 
ir) 
3， 议 A4=P 
a ( 

1‘r 0 Bi‘" 0Y , 

多 =(P')"! fs B =B. 
， 0)8' 推 出 B=(P) "有 )9, 共 中 万 


5. 用 到 定理 4.4.5 和 定理 4.2. 2， 

,flI—A4 -A\/A 0 7 一 4 =-( 人 人 
加 次 由 7 Xo /a 7 0 7 岂 并 
-4 一 4 7 一 4 1\ 本 
(一 鸿 非 异 (iD 类 似 (i) 

8. 利用 和 扎 阵 相抵 下 的 标准 形 . 

9。 先 证 "矩阵 删 去 一 行 , 秩 最 多 减少 1” 

10， 用 打 润 技巧 . 

11。 最 大 秩 是 % 一 1. z 

12， (1 用 44#* 一 det4.7。 (ii) 用 到 习题 4.2 第 2 题 . (iii) 用 秩 的 
定义 (iv) 分 4 是 否 非 异 讨论 . 

13， 利 用 rank (4 十 B) 志 rank(4) 二 rank(B). 

14， 用 和 矩阵 相抵 下 的 标准 形 ， 


Tr) 0 1 nr) 0 
15, A=P B=XYM 
5， 反 (, )e， ( ， ojw， 


Wx-ov(e je 
本 飞 。 XxX, L 


- 16. 对? 用 归纳 法 . 
17。 利 用 分 块 矩 阵 及 相抵 下 的 标准 形 . 
18， 用 到 定理 4.4.5. 
19， 污 证 明 “ 若 rank(B8) 二 rank(48), 则 rank(B0) 二 rank(A4BO)”, 
习题 5. 1 
1. 若 7 一 4 译 异 , 则 (7 一 4)z 一 0 必 有 非 零 解 ， 从 而 导出 矛盾 ， 司 一 
»* 了 89。 


.ja， 将 8B'P 运 当 分 抉 , 


4 设 4=P( 


1 
证 明 ( 


纶 汤 的 证 明 用 到 定理 5.1. 2. 


2, 


3. 
4. 
5, 


设 di 0, 则 通 解 为 Yi 二 tts 17 一 1， 2y… 


用 “和 矩阵 的 秩 不 小 于 必 的 子 乱 隆 的 笑 " 不 是 必要 条 件 。 
用 和 卸 阵 相抵 下 的 标准 形 。 当 7(4) = 二 m 时 解 唯 一 . 
著 不 然 , 取 4z=0 的 非 零 解 ， 设 其 分 量 中 绝对 值 最 大 者 为 第 i 个 分 


- 熏 ， 由 第 80 个 方程 推出 矛盾 . 
6， 充 分 性 用 到 “ 同 解 的 线性 方程 组 系数 矩 疆 同 秩 ”, 


习题 5.2 
di Ci Cn+1l 

1， 将 det 和 | 按 第 1 行 展开 ， j=1;,2,: 
Gnl Cna2 ** Onn+l 

习题 5. 3 


‘DD 外 旬 必 名 


用 转 征 根 及 特征 向 量 的 定义 。detf(4)= 【Tf%3). 


j=1 


.有 取 4 的 属于 A 的 特征 向 量 ;利用 Cauchy 不 等 式 . 
.Qa' 的 特征 根 是 0 和 a'a. 
， 不 对 ,因为 没有 区 分 数 零 和 零 矩 阵 , 


用 阅 益 定理 , 
用 定理 5.3, 2。 最 后 一 命题 还 用 到 Newton 公式 ， 


， 用 定理 5. 3.2. 


。 用 定理 5. 3, 1 


10， 记 二 纪 一 det(o7 十 引 )， 友 [0, 1], 用 到 连续 函数 的 性 质 . 


1 l 
aa 人) 
“1 1 


习题 6.1 


2 
3， 
6. 


7 。 


在 横 和 上 取 定 坐标 系 后 利用 第 1 题 的 结果 
用 到 定理 5. 2. 1. 
对 方 阵 的 不 同 特 征 根 的 个 数 用 归纳 法 ， 


先 设 f= 二 > ,aai 再 证 明 所 有 的 系数 都 是 0 ， 


+ 一 1 


中 .地 90D 。 


m-—1 
8。 在 后 一 问 中 不 妨 设 ccw…cn 天 0, 可 推出 a= 一 一 了) ci8 及 Pn 


上 一 二 
] 开 ~、 
-bbe 


习题 8. 2 

JI， 用 后 一 条 件 证 明 该 向 量 组 线性 无 关 . 

2 与 出 ta yp Qn? 到 4B1…, br? 的 基 变 换 的 矩阵 (a4y), 这 个 给 阵 是 非 
异 的 ， 从 而 可 推出 必 有 12…2 的 排列 bi2*…5，， 使 得 Qi Gais 0 0. 

习题 6. 4 

1。(i) 是 ; ?2 一 1 维 . (ii) 不 是 ; 线性 生成 的 子 空间 为 % 维 ，(iii) 局 
(11)。 (Gi) 不是; 线性 生成 的 子 空间 为 % 维 ， 一 组 基 为 (2,1,*…,1s 一 1,…'， 
—1)’ 0 (los 1 2 一 1 一 1)7(1 1, —2,— 1 —1),*, (1, 
1 —1,°, —1,—2)". 

3， 考虑 极 大 线性 无 关 部 分 组 , 

4. (VY) 三 个 子 空间 8 &，8&s 中 有 两 个 之 问 有 包含 关系 时 ， 就 相 等 . 
(V1) 同 (v)， 

5， 不 唯一 . 


6. (1) 二 (2)， 先 证 明 dim 之 ,< 之 ,dim8， 再 用 定理 6. 4.4. 
了 一 1 了 一 工 
一 
(2) 二 (3); 注意 到 祖 8.C(8 十 … 十 Yj :十 81 十 …… 十 中 )。 (3) 一 (1): 


3S =1 


用 归纳 法 . 

7. (iD 对 用 归纳 法 ， 设 a 8y，1 志 j 所 一 1，aE,，p&2,， 考 察 hja: 
+B,1<j<t, 基 中 两 两 不 同 ， 可 证 bya 十 B&8,， 且 它们 中 任意 两 个 都 不 
属于 同一 个 8 1 委 ) 委 ! 一 1 《ii 用人. 

8， 利用 第 7 题 . 

9。 沽 虚 和 矩阵 行 向量 组 的 极 大 线性 无 关 部 分 组 ， 

习题 6. 5 

1.。 记 ,一 4EVn1Bz 一 07y， 可 得 咏 C 训 o。， 取 8 的 一 组 菇 al， > 
Qm-5(B)， 扩充 成 & 的 一 组 基 Ci ，Qm-r(B)y Ci-r(B)419 “9 CQm-_r(AB): 
再 证 明了 Ba。 … Dan oa) 线性 无 关 ， 从 而 得 到 dim&i 一 rank(B 

”了 9 了 


一 Tank(4B) 然后 记 Wo 二 {rEV ,1ABr=0},，W,={yEV ,1y= Bz, rEWo}, 
如 ,一 1zEV ,1ABOz 一 0 ， 有 一 1yEV ,1y 二 BOrz， XEB8o}， 通过 证 明 H,CW， 
来 证 明 最 后 那个 不 等 式 . 

3， 考 虚 45Cz=0 与 BOz 一 0 的 基础 解 杀 . 

4 前 一 问 的 管 突 为 ( 5 )p 一 0， 后 一 问 的 答案 为 Cz 一 0， 其 中 的 行内 
量 组 是 4 的 行 向 量 的 生成 空间 与 好 的 行 向 量 组 的 生成 空间 的 交 空 间 的 一 
组 基 ， 

5， 注 意 到 中 的 列 向 量 组 的 生成 空间 就 是 4+=0 的 解 空间 ， 革 中 ZE 

习题 7. 

2， 对 名 中 的 任意 向 量 a、， 构 造 适 当 的 线性 变换 ，. 好 z， 以 便 从 
(JI 十 2 一 .十 .ww 推出 (a--B) 二 (la) 十 必 (B)， 再 由 此 推出 对 


任意 整数 jp,， 有 .x(pa) 二 px (a), 及 对 任意 分 数 ， 有 (La )=£4(0). 


最 后 取 极 限 , 证 明 对 任意 实数 c ,有 (ca) 二 cx(a). 
3， 当 A=0,D= 一 心肝， 在 基 -9 ts) =1, …s%7 下 的 方 阵 表 示 为 


Gal—0! qi,1 sii Gin 
aul GT-C (od 
anl yd si dni -0 


4， 是 线性 变换 ， 
5，8 是 (n 十 1)! 维 的 . 用 定义 可 证 + 为 8 上 线性 变换，7 在 基 } 放 访 。 
DD 


z1y*,0<j， kn} 下 的 方 陈 表示 为 引 人 ?了 ,其 中 


\ 十 1 
习题 7. 2 
4 A492。 


1， 前 一 命题 的 必要 性 ， 可 设 a，.&(a),…, .4t) 为 8 的 一 组 基 , 写 出 
好 在 这 组 基 下 的 方 阵 表 示 , 然后 求 特征 向 量 。 后 一 命题 的 必要 性 可 采用 反 证 
法 。 两 者 的 充分 性 可 以 类 似 地 证 明 如下， 鞠 设 x 的 特征 多 项 式 为 1(4) = 
(4 一 4 (4 一 4 其 中 4 4s 两 两 不 同 , 去 证 明 .x 的 Jordan 标准 
形 必 形 为 V=diag(47 十 NAhs7s 十 Was)， 其 中 六 是 e, 阶 单位 方 阵 ， 然 


1 
1。 


后 记 了 和 ) == 加 一 014"-! 一 … 一 aws 构造 方 阵 一 | 鬼 1 |, 去 证 
\a, 0 。 0 | 

B 与 J 相似， 因而 B 是 ug 在 某 组 基 下 的 方 阵 表示 ， 

3，(i) 对 空间 的 维 数 用 归纳 法 。 先 证 明 “ 任 一 线性 变换 的 转 征 子 空间 ， 
是 与 之 可 交换 的 线性 变换 的 不 变 于 空间 .”(ii) 对 方 阵 的 阶 数 用 归纳 法 . 
(iii) 对 空间 的 维 数 用 归纳 法 ， 把 空间 写成 其 中 一 个 线性 变换 的 特征 子 空间 
的 直接 和 ， 再 把 其 余 线性 变换 限制 在 这 些 特 征 子 空间 上 ， 写 出 Jordan 标准 
形 , 利用 Jordan 标准 形 的 唯一 性 去 证 明 . 

4. 先 证 明 A4、B 可 同时 相似 于 上 三 角形 . 

5， 满足 (4j7 一 4)z 一 0 的 所 有 xc。 是 属于 特征 根 4; 的 全 体 特 征 向 量 ， 
它们 都 在 特征 根 1y 的 根子 空间 中 . 

6,. 当 dim(g(® (8,))=dim(g (8) 门 -82)) 时 . 

7， 由 wu(A)g(4) 二 oCA)hCA)==1 得 w(x)g (x) 十 0(.Y)h() 二 id, 并 用 
Hamiilton-Cayley 定理 ， 再 设 (和)=(4 一 和 4)st…(4 一 4 其 中 49 
1, 两 两 不 同 , 则 (4 一 机 )*…, (4 一 4.)。% 两 两 互 素 . 


8. 2a, 是 循环 向 量 . 


i=1 

9。 用 jordan 标准 形 . 

10， 转 换 成 线性 变换 的 命题 去 做 。 鞠 证 明 “ 任 一 线性 变换 的 根子 空间 ， 
是 与 之 可 交换 的 线性 变换 的 不 变 子 空间 ”， 再 证 明 可 有 一 个 线性 变换 存在 低 
维 的 奇数 维 实 根子 空间 , 然后 把 其 余 的 线性 变换 限制 在 这 个 根子 空间 上 .用 
到 3( 题 的 结论 . 

11. 利用 %(w)f (x) 十 2(2)9 (2) =1. 

12. 证 明 %, 儿 的 Jordan 标准 形 都 是 对 角形 ,再 用 3 (iii) 题 的 结论 . 

13， 用 定理 7.1.4. 

e。 A493. 


14， 设 c 天 0, 去 证 ac 为 & 到 % 上 的 同 构 ， 用 ac(&) 是 任 一 咏 的 不 变 
子 空间 证 明 o (名 !) 一 8,; 用 ker(c) 是 任 一 好 的 不 变 子 空间 证 明 ker(o) 
一 0。 最 后 一 问 可 设 a 关 0,o(o}= 二 aa, 去 证 (0 一 a(10))(%,) 是 任 一 改 的 不 
变 子 空间 ， 

15。 先 证 明 与 4 对 应 的 线性 变换 x 的 象 空 间 与 核 构成 空间 直接 和 .再 
分 别 取 基 , 拼 成 整个 空间 的 基 . 

16， (1)=>(2). trA,=rank (A,),7=1,,m. (2)=>(3): 在 41,…:,An 
中 任 取 s 个 加 起 来 记 为 4， 余 下 的 加 起 来 记 为 B, 可 征 rank(4) 十 TanK)B= 


n， 再 无 妨 设 4 为 Jordan 标准 形 去 证 明 ( 0 5-(。 小 从 而 


48 一 0. 最 后 取 4 一 A454 一 44+44 可 证 4 一 ( 4 人 0 p 
0 0 0 万， 

另 法 ;构造 分 块 方 阵 diag (41,…, Am)， 

习题 8. } 

1。 如 元 二 次 齐 次 国 数 是 二 次 型 

2。 用 到 齐 次 线性 方程 组 理论 ， 

3， (DYay Be 观 , 考 外 f(a 十 B, a 十 B)=0，( 让 ) 先 证 明 哎 : 门 园 i 二 匆 , 个 

2 招 证 表 ,| 束 : 志 第 >， 外 后 用 互相 包含 的 方法 证 明 对 | 门 吏 ,， 一 (WM, fi 
对 ,) 十 (第 ,由 第 和 ,最 后 证 明 是 直接 和 

习题 8. 2 

1， 根 据 外 积 的 定义 及 排列 的 性 质 , 

3， 前 一 问 用 多 重 线性 函数 的 定义 和 s 次 齐 次 多 项 式 的 定义 ， 后 一 问 的 
存在 性 只 须 对 任 一 8 次 % 元 单项 式 F (zw) 二 zi1…*zn'* 证 明 , 记 6j 二 (zy2ny) > 
j=1,"*,8, folé1, “…, 点 ) = P11 DT Ta tis Tanti te tin +1 Tns: 
再 令 f (Ss 6) = 2 fo(&… 和 ,)s 则 它 是 呈 上 8 重 对 称 线性 函数 , 且 

er 
f(z，…,2) 二 (z)， 唯 一 性 先 化 为 证 明 “ 当 f(&，…, 5,) 为 s 重 对 称 线性 函数 ， 
f(z,…,2) 一 0 时 ， 必 有 (再,…,56) 二 0”， 再 引入 参数 二 ,由 f(z 十 t6，…， 
2Z 十 t&1) 二 0 证 朋 flé,, rt,*** ,14) =0. 用 此 证 明 f (&， 629 TX, st) =0, 继续 做 
下 去 ,最 后 证 明 f (6&1,…,&,) ==0. 

习题 9. 1 

1，VYcy 568， 数 a， 证 明 ( 汉 (ac 十 B) 一 sw(c) 一 好 (0)， 必 (ac 十 有 一 
,494。 


Ca) 一 好 (0)) 一 0, 从 而 证 明 .% 是 线性 变换 . 


(2 1) 

2. 

2 1/° 

3， 利用 实 正 交 方 阵 的 定义 , 对方 阵 的 阶 数 用 归纳 法 . 

4. det(A+B)=detAdet(B -i++-A detB=— det(4A+B). 

5. 设 04c=4a，aw 天 0， 将 此 式 两 边 取 共 力 转 喷 后 再 与 原 式 相 乘 ,可 得 
/42 一 | 4125 ww. 


， 了 0 
6. 不 妨 设 所 考虑 的 子 方 阵 位 于 左上 角 , 取 4=( 1 0 用 上 题 的 结论 


7， 设 nn 阶 实 正 交 方 阵 0 二 (gq;y)， 则 命题 等 价 于 “可 用 一 些 题 中 形状 的 
矩阵 左 乘 或 右 乘 0 得 到 单位 矩阵 ?. 不 妨 设 gi 去 0, 用 乘 以 题 中 形状 惩 阵 的 
办 法 把 g621，…y，Gnl 都 变 成 0 . 由 于 乘 得 的 仍 是 实 正 交 惩 阵 ， 故 第 1 行 及 第 1 
列 中 除 左上 角 的 元 素 为 士 ! 外 其 余 全 是 0, 右 下 角 是 ww 一 1 阶 实 正 交 和 矩阵 .再 
对 阶 数 用 归纳 法 . 

9。 用 线性 方程 组 理论 ， 当 G(ayp…'， Qn) 二 G(Bi,…, Bs,) 时 ， 构 造 线性 
变换 .w ,使 (a1) =, i 二 1,…,%, 去 证 x 保持 向 量 的 长 度 不 变 . 


10， 鞠 证 明 存 在 田 换 方 阵 己 ,使 P4= 人 (人 其 中 4, 的 个 行 向 量 线性 
无 关 ， 再 用 定理 9. 1.7. 

11， 设 Oc=4Aoayc 天 0。 两 边 取 共 板 转 置 , 再 相 乘 ， 当 和 为 实数 时 ,两 
边 取 转 置 ,再 相 乘 . 

12，0 必 以 工 为 一 个 转 征 根 。 设 另 两 个 特征 根 为 miyz:， 考 几 特征 多 项 
式 厅 4) 三 (4 一 1)(4 一 z2)(4 一 2s)， 

13， 设 Ka= has, a 闫 0, 两 边 取 共 生 转 置 , 再 右 乘 g . 设 K(pB 十 MVM 一 17) 
二 MV 一 15(B 十 V 一 1y)，b 关 0. 得 及 B= 一 by，Ky= 二 bB， 两 式 分 别 左 乘 
.8' ,再 利用 “一 行 一 列 的 矩阵 等 于 自身 的 转 置 ”. 

14， 用 归纳 法 分 别 证 ?之 十 1 和 7 二 n 十 1， 从 而 得 7=n 十 1. 

15， (ii 对 s 用 归纳 法 , 设 (B,, By) 一 01 委 / 委 s 一 1. 若 (0 一 0, 则 
考虑 B= 十 eB。, 基 中 se>0.， 利用 连续 性 , 取 适 当 的 = 、《〈iii) 类 似 ( 生 )， 

t6， 注 意 到 &+，…，8&r 也 都 是 真子 空间 ， 再 利用 习题 6. 4 第 7(1) 题 结 
论 , 对 维 数 用 归纳 法 ， 

17，(4 十 1 十 (4 十 站 -一 7 等 价 于 4 十 7 十 4 十 7 一 (4 十 站 (4 十 六 ， 

习题 9. 2 

。 了 95。 


1， 对 方 阵 的 阶 数 用 归纳 法 ， 据 习题 7. 2 第 3 题 知 ， 这 些 实 规范 方 阵 一 
定 有 公共 的 复 特征 向 量 a， 再 分 a 是 实 向 量 和 非 实 向 量 丙 种 情形 讨论 ， 仿 
照 定 理 9. 2. 1 的 证 明 ， 

2， 对 之 , 引 一 0 两边 取 迹 . 

4，3s5! 是 唯一 的 ， 参 见 定理 10.2.4 的 证 明 . 


5， 利用 定理 9. 2. 5(9.2.6), 并 且 注 意 到 一 个 矩阵 左右 分 别 乘 同一 个 置 
换 方 阵 时 ,主子 式 仍然 变 为 主子 式 ， 


6， 用 定理 9. 2. 2。 并 用 到 48B 与 BA4 有 相同 的 特征 根 . 
7 五 为 实 斜 对 称 方 阵 圭 价 于 (7 一 0 ) (I 二 0) 二 (十 0') (0 一 也 . 


4 0\ _ 
8， 有 实 正 交 方 阵 0， 使 040 (4 小 其 中 4 是 对 角 元 素 


都 为 1 的 下 三 角 方 阵 ,4z: 是 对 角 元 聚 都 为 0 的 下 三 角 方 阵 ， 舞 证 明 4i: = 了， 


Tr) 0 
pF- | = 0. i A 一 凡 P= 0O. 
~0. 记 4i=4a, 取 P-( 7) 


9、 实 对 称 方 阵 * 宪 等 时 ，ajj 一 > ays? 
k=1 
10， 在 不 变 子 空间 8 中 取 一 组 标准 正 交 基 ci …, a,s 拼 成 整个 空间 的 
A, A, 
一 组 标准 正 交 基 . 实 规范 变换 在 这 组 基 下 的 方 阵 表示 为 4 一 ( 4 利 
用 了 迹 的 性 质 去 证 4,=0., 


11。n 一 fank(4 十 B) 二 mn 一 rank(I1 十 4-1B)， 考 虚 4-71B 的 标准 形 中 一 
的 个 数 ， 


12， 参见 第 8 题 . 


习题 9.3 
1， 人) 先 证 明 e 是 s 的 属于 4 的 特征 向 量 ,再 将 je 扩充 成 空间 的 
一 组 标准 正 交 基 , 并 分 别 考察 s 及 7 一 二 ee' 对 这 组 基 的 作用 ， 以 证 明 s 一 


-1 一 二 ee') 的 特征 根 均 不 小 于 0 . (ii) 用 到 “ 半 定 正 实 对 称 方 阵 的 对 角 
元 均 不 小 于 0 ”. 
es 96 


习题 10. 1 

1 对 的 阶 数 用 归纳 法 ， 利 用 和 矩阵 的 打 泣 技巧 . 

2， 必 要 且 充 分 条 件 是 : 秩 为 1， 或 秩 为 2 而 符号 差 为 0 ， 按 两 个 实 线 
性 项 煞 是 否 成 比例 分 情况 讨论 . 


5 = Da ) 用 实 相合 关系 把 。 化 为 

0 31®" 0 | 

lj 0 ) 十 其 中 用 到 召 在 相抵 下 的 标准 形 . 
0 Dm-2k) 

习题 10. 2 


2. 记 有 = (5 人 2 一 (TVp) FCF Tn)=(x 1) 


(5 2 了)》 双 (3 pm 答案 是 : 了 有 极 小 值 < 一 B4-6. 


a 

4. 实 对 称 方 阵 半 定 正 的 必要 上 且 充分 条 件 是 所 有 特征 根 都 非 氏 . 

5， 由 s, 一 a1 实 0, ss 一 cI1 宕 0 推出 (si 十 82) 一 (9 十 6)1 守 0, 再 推出 81 十 s。 
的 特征 根 不 小 于 a 十 c. 

6，s1 与 ss 可 同时 实 正 交 相似 于 对 角形 

7， 用 定理 10.2.1 及 定理 4.1.7， 后 一 问 化 为 证 明 ; Q18 既是 实 正 交 
方 阵 又 是 上 三 角 方 阵 , 

8、 用 44' 二 4'4 及 定理 10.2.4 中 的 唯一 性 . 


NA 人 S, 0 
9， 记 心 一 ) 用 打 洞 技巧 去 证 胃 避 实 相合 于 ( ) 

Cl a 0 0 
10， 对 % 用 当 纳 法 ， 参 见 第 3 题 . 


11， 用 第 10 题 结论 ， 注 意 到 jdet4| ==(det(4'4))7 而 44 定 正 . 
12。 不 妨 设 访 定 正 ， 则 存在 非 异 实 方 阵 卫 ， 使 PSP=I, PT7TP= 
diapg (a ,0 ). 


13， 不 妨 设 和 8 定 正 ， 记 坊 = (5 g ) 用 打 洞 技巧， 至 利用 第 12 题 结 


论 ， 最 后 一 问 可 对 方 阵 的 阶 数 用 归纳 法 . 
14， 首 先 , 有 不 全 为 零 的 naX1 实 和 矩阵 BP，PBs,， 使 (Si 二 MV 一 182) (及 十 
* 497。 


心 一 1 一 0， 其 次 ,将 实 部 与 虚 部 分 开 ， 再 利用 S, 之 0 的 条 件 ,证 明 p; S16 ,= 
16， 参 见 引 理 9.1. 1 的 证 明 


和 一 让 


17, 将 函数 变形 为 f(t, ** ‘Yn) 一 ee 123) 机 人 


值 为 0. 在 zs=1 的 限制 下 极 小 值 为 2 


18， 有 实 正 交 方 阵 0， 使 OO 王 dag(4 M4,), 4:>0,1=1 ,nn 
记 Y 了 ,=0’X,0, 去 证 Y, 都 是 对 角 惩 阵 . 记 了 ,= diag(at， 机 ‘, at )， 便 转 化 


为 证 明 序 列 q 久 和 一直 (名 十 就 三 ) ($1，…n) 有 极限 , 且 极 限 大 于 0 .再 


对 X41 一 卫 (Xs 十 8X5!) 下 极限 ， 便 得 B1 一 S。 最 后 一 问 用 归纳 法 去 证 
让 :P= 二 PX 
19， 用 打 洞 技巧 并 证 明 B'4-:B 可 道 ， 
20. 注 准 fank(4'4)=Trank(4)， 
21， 用 实 正 交 相似 下 的 标准 形 化 为 证 明 4 十 过 一 2 之 0 
22， 用 第 21 是 结论， 
23， 不 妨 设 3 为 实 相合 下 的 标准 形 工 。 再 将 子 (4 一 和) 化 为 实 正 交 相 


似 下 的 标准 形 . 
I YYVI -~Y\,.. , , 
24， 鞠 构造 ( 了， 7 )( 了 ) 以 证 明博 助 命题 :“ 阁 ,了 是 
阶 实 算 阵 ,1 一 了 ' 革 宇 0，I 一 了 ' 了 0， 则 有 (det(1 一 X'Y 了 ))? 之 det (I 一 了 ' 邓 ) 
det(I 一 Y'Y)'"'， 再 设 4 之 0，44=4， 记 B=4.0， 利 用 辅助 命题 去 证 
1det(1--40) | 之 det(1 一 4)， 最 后 证 明 1 一 A0 的 实 特 征 根 都 不 小 于 0, 从 而 
det (1—AO)>0. 


25， 不 妨 设 =1， 这 是 3 一 1 个 变 元 的 二 次 型， 用 到 习题 2.4 第 5 题 


26、 当 4B= 二 0 时 ， 可 证 4，B 可 同时 实 正 交 相 似 于 对 人 角形， 反之 ， 当 


A"det(A1 一 4 一 B) 二 det(AI1 一 A4)det(41 一 B) 时 ， 上 先 把 问题 化 为 只 须 证 盟 
» 498. 


jh 
4 和 忆 的 非 零 特征 根 个 数 之 和 等 于 4 的 情形 .再 不 妨 设 4 ( ~ ) 


和 | 
0 0 
0 


0 
且 有 实 正 奖 方 阵 0, 使 m0 | (~ . ) 其 中 /4 天 0. 然后 
| 


\0 


T(r) Y 
将 0 分 所 为 (7 7 去 证 二 二 0, 从 再 推 出 了 0。 最 后 验证 4B 一 0 
习 通 11.1 
2， 用 定义 ， 注 意 到 本 一 an 


[Gev -ie1 blev-ivrs 


3 a v=( ) 设法 找到 合适 的 91,02,0404s 使 


Iclev-ivs lalev-iv. 


“ev-lpl 0 ~-10s 0 最 
0 oy-te,) 7(”。 wie，) 为 实 方 陈 , 从 而 就 是 实 正 交 方 陈 
4，{ 思 i ij 二 1,…; 外 是 该 内 积 下 的 一 组 标准 正 交 基 . 
习题 11. 2 


2， 先 证 明 4, 如, C 可 同时 酉 相似 于 对 角形 。 再 证 明 由 于 特征 根 两 两 不 
同 ,它们 的 特征 子 空间 爹 是 一 维 的 。 最 后 证 明 A4, B,C 的 分 别 属于 Xj,aj,5bs 
的 特征 子 空 间 是 同一 子 空 间 . 

3 参见 习题 9. 2 第 7 题 . 

4.。 记 c= 有 十 /一 17, 其 中 B, yER*， 先 证 明 存 在 n 阶 实 正 交 方 阵 0,， 
使 (018)' 二 (a 0 … 0)， 再 记 (01y)' 二 (6 yp 1), 去 证 明 存 在 % 阶 实 正 交 方 阵 


Oy 使 (Oza) 二 (a 0 … 0)' 二 VA 一 1(b oe0.. 0)'. 然 后 对 ( ”考虑 实 正 


t 
交 相 抵 下 的 标准 形 ， 并 注意 到 二 阶 实 正 交 方 阵 总 能 与 为 ( 性 
sina 一 cost 
COSY 中 的 一 种 


一 Sin0 cosb 


5，451: 是 014 的 转 征 根 ， 再 利用 习题 9.1 第 5 题 在 复数 范围 内 的 
推广 . 


6， 设 4z 一 人 47，7z7= (Ti …， 260) 天 0。 记 zio 为 zi 中 模 最 大 者 ， 记 4 一 
。 499。 


有 | 
(op)， 将 hzj 一 D107 两 边 取 模 ,去 证 141<na. 再 推出 831% 一 3 全 全-z， 


1=1 

将 石 边 写成 坐标 形式 ,适当 放大 ,去 证 |51 志 nk。 类似 可 证 |c1l 志 nk. 

7。 用 到 定理 11. 2. 1， 还 用 到 相似 矩阵 有 相同 的 迹 和 相同 的 特征 要 ”. 

8，(i) 记 5=4 十 MV 一 18, 共 中 4,B 为 实 方 阵 . 证 明 4，B 实 对 称 , 且 
可 交换 ， 从 而 可 同时 实 正 交 相 似 于 对 角形 。(i 注意 diag (e101，…'， 
一 一 Lio 10 10, 
ev -lg") 一 diag (e?  ，… ea ") . diag (ei ee 
(1) 参见 第 二 三 章 ， 取 5, 实 正 交 相 似 于 diag(0,，…,0.). 《〈iV) 对 任 一 
西方 阵 乙 ,证明 太一 0Odiag(ev -ev )0， 其 中 0 是 实 正 交 方 阵 ， 
记 Sg—=0diag(e i ， .… e001, 可 推出 U=US.S， 再 证 明 US 是 实 方 
阵 . 分 解 不 唯一 ，(YV) 利用 (iY) 和 (i)， 

93，(1) 类 似 第 8 (i) 题 ，(ii) 由 (i) 有 实 正 交 方 阵 和 多 ， 使 0=2Zdiag 


( 41 ) 重生 只 ( ds 2 ) ] 站 昌 机 I 1l 血 介面 -1)z 
; > ris ly 9"""y . 
一 以 一 1]15， a 一 肖 /一 18， 0， 


再 取 zj 一 Sgna;， 则 有 实数 z;， 使 ejaj = chzj， ejbj== shzj。 然后 记 


-1 my, 
K; ( 办 2 -一 广 7 ) 则 7。 是 西方 阵 , 且 


vi 0、_ ee 一 。 
ru | ww | 再 据 第 十 三 章 有 


ev * -< Gj MV— 15; ) 
— —1b; djs 


最 后 令 K=2Zdiag(K,, , Ks, 0,*…,0)Z', A=2Zdiag (es, el …， Eos E051, 


1 一 1 一 1 )2 ,验证 0 一 4e-， 分 解 不 唯一 . (iii) 先 证 明 0'0 是 
定 正和 的 正 交 Hermite 方 阵 , 再 利用 (ii)， 分 解 不 唯一 . 

10. (ii) 取 ayy 使 Qi 二 hiaiy |ail 二 1; 取 2;= 二 一 J81。 再 在 [ais cz] 
中 取 as, 使 五 ts 二 sas 1as1= 二 1; 取 4 二 一 J6s， 类 似 地 取 下 去 ， 证 明 cu， 
…，Qzn 为 标 谁 正 交 基 , 然后 令 UVU= (Qasn)， 去 验证 结论 . (iii) 到 
Qy 使 4a 二 ai,1ai|==3 取 Qs 二 一 JB1， 用 类 似 (让 i) 的 方法 得 到 标准 正 交 
基 cv …y asn。 令 0U 二 (ays…'，QGn)。， 对 % 用 归纳 潜 . 

* 500。 


习题 11.3 
1. (i) diag(1,.%.,1,—1). (ii) diag(1,.,1), 


暴 一 上 


人 一 荆 


2。(i) ” 当 为 奇数 时 ,为 > 1908 一 之 ， 983 当 %% 为 偶数 时 ， 为 


7 二 1 


了 = 


9 DY ys C1) ~ SY 9 
一 j= 有 +1 j=2 
3. (i) I. (ii 1. 
习题 11.4 
2， 先 证 4 之 0， 从 而 有 非 异 实 方 阵 呈 ,使 Pap=( 区 中 r 一 


rank(4)。 再 证 P'BP 一 (人 0 ) 用 到 “ 半 定 正 Hermite 方 阵 的 二 阶 主 
0 0 


子 式 均 非 负 ”， 


3， 第 一 问 用 打 洞 技巧 和 妇 纳 法 。 后 两 问 先 证 Re(H) 为 定 正 实 对 称 方 
阵 ， 从 而 有 已 Re( 吾 )P 一 7， 其 中 三 实 非 异 .再 考虑 P'1m (可 )P 在 实 正 交 相 
似 下 的 标准 形 . 

4， 先 证 存在 置换 方 阵 ,使 PJP=ding(( | )) 人 .) ) 再 
参见 习题 11. 2 第 11 题 ， 最 后 一 问 用 Schmidt 正 交 化 . 

5， 利 用 第 3 题 结论 . 

6， 存 在 非 异 方 阵 8@，, 使 5' 甩 .9 一 1， 再 将 8' 有 :8 在 西 相 似 下 化 为 标 
准 形 . 

7.(i) 用 第 6 题 结论 . (i) 用 到 不 等 式 1+ 【Eos*< 上 G+a;)"， 

j=1 了 一 1 
(qj 之 0). 这 一 不 等 式 可 以 用 对 称 多 项 式 的 知识 给 出 证 明 ， 

8， 先 证 明 下 (4 下 )-:4 是 短 等 的 , 所 以 是 半 定 正 Hermite 方 阵 ， 再 利 
用 习题 10. 2 第 12 题 的 结论 在 复数 范围 内 的 推广 . 

9 不 向 设 7 一 4 媳 及 1- BB 均 定 正 ， 构 造 3 阶 方 陈 (7 了 


( 了 用 做 和 矩阵 乘法 和 不 做 矩阵 乘法 这 两 种 方法 计算 它 的 行列 式 ， 


.501« 


比较 其 结 

10， 利用 第 6 题 结论 . 

11， 鞠 证 明 存 在 非 异 复方 阵 P，@, 使 P'BP=1,P'4P 一 Qdiag(4,,…; 
4)@-5 其 中 4 天 2i 关 也 由 此 得 8'P'4PQO 一 0'Qdiag (41,…, ,再 证 明 
0'8 必 为 对 角 和 矩阵 , 

12， 充 分 性 可 直接 验证 ， 必 要 性 的 证 明 先 将 4 写成 西 相抵 下 的 标准 形 


4=0(7 . 4 其 中 A=diag(pil,, De Pi>>"… 之 p>0, 肯 令 B= 


A so 然后 设法 把 问题 化 为 由 “AB1B,'A=BiA:B,，AB'B, 4 一 


2 B, 


BABi, 2 一 0, 了 一 0 证明 "AB = B.A’, PDB =/AB.B, B=0,B,=0”, 


Bl ~» B, 
揣 记 | : : ) sm Bo 天 0(4 天 四)， 
Bs … 5B,, 
习题 12.1 


2， 用 强 广义 逆 矩 阵 的 定义 . 
3， 设 法 在 4( 屯 )+ 中 炭 出 4B 的 因子 来 ， 后 一 命题 可 转化 为 前 一 命题 . 


4. 遇 4( 1 1) 2-( 0 则 A 1 1) =( ,) 
0 1 0 0 0 1 0 0 


可 验证 (48B)" 关 B*A1. 
5， 设 4 一 (G0…4n)' 车 1 王 … 二 gs, 一 0， 则 4 = 二 (0.…0); 车 41,… an 不: 


全 为 0, 则 4"~( 之 0,) 1(3 5) 一 (44) 14'， 后 者 可 由 前 者 取 转 置 ， 
i 一 1 


得 到 . z 
6， 利 用 矩阵 相抵 下 的 标准 形 ,有 4=P( 2: 其 中 P,8 分 别 是 


n " 阶 非 蛋 方 阵 . 记 了 (B80),0=( ) 其 中 如 有 7? 列 ，C 有 行 ， 则 


1 
B,C 满足 要 求 ， 再 用 强 广 义 逆 矩阵 的 锋 价 定义 ， 可 验证 4+=0'(0C6')-t。 
(B'B) 1B'， 然 后 利用 C 行 满 秩 , B 列 满 秩 ， 去 证 最 后 一 个 竺 号 . 
习题 13. 1 
1。 利 用 4 年 阵 在 相抵 下 的 标准 形 , 
a 502 。 


2， 参 见习 题 1.1 第 7 题 “ 提 示 ?” 中 方法 工 ， 

习题 13. 2 

1， 参 见习 题 7.2 第 3(iii) 题 . 

2， 先 证 明 “ 初 等 置换 方 阵 的 乘积 的 逆 方 了 泗 ， 就 相当 于 把 原来 的 乘积 反 
- 疗 ”. 所 以 , 车 P 是 初等 置换 方 阵 的 弱 积 ， 则 PAP7! 就 相当 于 对 4 作 了 所 表 
示 的 一 系列 的 行 的 互 换 ,再 对 其 结果 作 一 系列 相应 的 列 的 互 换 . 

4， 证 明 4 的 极 小 多 项 式 无 重 根 ， 

5， 鞠 证 明 NW? 的 初等 因 式 都 形 为 4 的 方 完 ， 再 求 出 不同 方才 的 初等 因 
式 的 个 数 ， 用 到 Nr? 与 .7 有 相同 的 核 ,其 由 了 是 NW? 的 Jordan 标准 形 . 答 


案 是 Gliag (ds pd pny ph+ls "yp), 其 中 h=n—| |p = = 
0 1 (£2]) 0 1 (Lsj+1) 
| a 1) 

\ 0 0 

这 里 方 括号 表示 “整数 部 分 ” 


6， 前 一 问 先 证 明 可 在 相似 下 把 4 的 左上 角 元 素 化 为 0， 并 保持 条 件 不 
变 ,然后 对 方 阵 的 阶 数 用 归纳 法 ， 后 一 问 先 证 明 不 妨 假设 4 的 对 角 元 素 都 是 


] 
0 ,再 取 阶 方 阵子 =| 2。 疏 了 = 人 (各 ) 共 中 站 一 ) 时 元 素 为 0), 这 
pA 
里 4=(g,). 
7， 化 为 湾 虚 4 的 Jordan 标准 形 . 
8， 用 行列 式 因 式 . 


10， 鞠 化 为 只 须 证 明 4 是 Jordan 块 的 情形 。 再 证 明 4 的 各 级 行列 式 
拘 式 或 者 是 1 ,或 者 以 1 为 根 ， 从 而 证 明 4 的 ww 一 1 级 行列 式 因 式 是 1 ,这 里 
n 是 4 的 阶 数 . 
了 上。 先 证 明 Ais 可 同时 相似 于 对 角形 ， 再 证 明 可 不 仿 假 设 A,; =B,;, ? 一 
1 2. 然后 证 45 一 0 有 可 证 aijajq 一 4410, 5 了 9 二 1，…sn, 最 后 把 问题 化 
为 只 须 证 明 存 在 阶 非 异 方 阵 了 二 (7,,)， 使 p,。=0(7 取 8), Pisaiy 二 pjj bj， 
9 3 一 1 2. 再 取 20 一 1 2 一 9205 一 0( 天 7) ,$j 二 1,…,n, 就 合乎 要 求 . 
12。 只 须 沽 虚 4 的 Jordan 标准 形 ， 答 案 是 :4 的 零 转 征 根 对 应 的 禄 
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等 因 式 只 有 一 次 的 , 非 零 桂 征 根 或 者 是 2 一 1 次 单位 根 , 或 者 是 某 个 ?一 1 次 
单位 根 , (1<at, 这 里 1 是 4 的 不 同 转 征 根 的 个 数 ) 当 是 p° 一 1 次 单位 根 时 ， 
相应 的 特征 根 14,,，,…，, ha 的 间 一 方 赛 的 初等 因 式 有 相同 的 个 数 , 这 里 机! 一 
人 say wy 外 和 一 人 si。 

13， 人 先 证 明 只 须 对 4，B 都 是 Jordan 标准 形 进 行 讨论 ， 再 将 卫 适 当 分 
块 , 把 矩阵 方程 4 已 = 时 3 转化 成 一 个 矩阵 方程 组 ， 从 其 中 任 取 一 个 方程 , 通 
过 仔细 计算 去 研究 . 答案 是 : 有 非 零 解 筷 的 充分 必要 条 件 是 4， 互 有 相同 的 
特征 根 。 


1 1 ww 1 
1 2 本 n—! 2 
14。 有 取 P= . 、 ， 9 其 中 oO 一 cs 一 十 


1 or"-! ob es Da- 
/isin2T. 
15，、(1) 用 归纳 法 ，(ii) 参见 第 14 题 ,但 要 用 分 块 方 阵 . 
习题 13. 3 
， X(t)=exp(tA). 
， 用 到 第 1 题 , 
。 利用 和 矩阵 知 级 数 , 
。 交 证 明 不 妨 设 4. 为 Jordan 块 ,然后 直接 计算 . 
， 利 用 矩阵 需 级 数 ， 
6， 存 在 西方 阵 口 ,使 0=Udiag (名 ,…,A)D', 其 中 4; 汪 0, 7 了 =1,…n 
记 S=diag (ln41,…, 1n4,)， 只 须 证 明 下 = 一 MVM 一 10SD' 是 实 和 斜 对 称 方 阵 . 
7， 前 一 问 用 定理 13.3.6、 后 两 问 利 用 纯 函 数 的 定义 化 为 不 妨 设 了 是 
Jordan 块 , 再 通过 计算 证 明 ， 
8， 利 用 第 7 题 的 结论 . 
9， 用 第 8 题 及 定理 13. 3.6. 可 分 1>>0 和 7!<0 两 种 情况 讨论 . 
10。 化 为 证 明 存 在 % 阶 非 异 方 阵 了 , 使 Ne 1 一 S。， 取 
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便 可 .最 后 一 问 用 到 定理 13. 3.38. 
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主子 式 43 

外 代数 208 
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可 逆 方 阵 97 
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由 集 251 

代数 余子 式 43 

代数 基本 定理 ”22 

发 散 ”373 

本 原 方 阵 432 
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多 项 式 的 次 数 5, 66 
多 项 式 的 首 项 系数 5 
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初等 变换 102 

再 方 阵 287 

本 对称 方 阵 301 


| 西 空间 285 


西 变 换 289,299 
四 相 人 台 的 317, 477 


1 


酉 相抵 的 ”315 

酉 相似 的 ”297, 477 
西 群 287 

系数 矩阵 112 


八 划 


极 小 多 项 式 ”119,179 

极 大 线性 无 关 部 分 组 140 
极 分 解 式 275,278,315 
极限 373 


欧 氏 空间 213 
圭 限 250 

号 1 
定 正 二 次 型 ”190 


定 正 实 对 称 方 阵 190 
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